Cours Traitement de Signal All21

Chapitre 5:

Etude des signaux déterministe

a temps discret

| . Introduction

Le traitement numérique de l'information apporte mEmbreux avantages techniques ainsi qu’une
flexibilité accrue dans beaucoup de domaine. Ligetreent du signal par transformée de Fourier pose
cependant un certain nombre de problémes. En effedrdinateur ne peut traiter que des signaux
numeérigues, ceux-ci sont obtenus apréséahantillonnageet unequantification. Leur étude devra
tenir compte des effets induits sur le spectrecpardeux techniques.

De plus, un calcul de transformée de Fourier estsomme d’'une infinité d’échantillons. Le temps
nécessaire ainsi que la mémoire de l'ordinateurt ¥orcément emmener certaines contraintes a ce

niveau.

II.  Les signaux discrets

[I.1. Définition
Soit un signalxg(t) échantillonné a une période d’échantillonnage

Te

X(t) P4 Xe(t)

Figure (5 .1) : Signal échantillonné.

Le signal échantillonné s'écrit :

n=+oo

%e(8) = x(0-8re(0) = ) x(nT.).8(t = n.T,)

n=-—oo
On obtient la suite de valeurg(f To)} appelée signal discret.
On fait a ce signal échantillonné correspond unalidiscret :

Xe (1) - x[n]
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» Cas général :

CEng = { XN], N +1], ...{MT} ,N<M
- longueur | =M -N +1

Exemple :

Soit le signal discret suivant :

{xInl} = {x[-1], x[O] , x[1],x[2], x[3], x[4]}={1, 2,-1,3,1,2}
1. Déterminer la longueur de ce signal ;
2. Ecrire x[n] en fonction dé[n] ;

3. Représenter le signal x[n].

> Réponse

1. Lalongueurdecesignalest:1=4—-(-1)+1=6
2. XxX[n] =18[n + 1] + 28[n] - 1.8[n - 1] + 35[n-2] + 13[n - 3] + 25[n - 4]
3.

X[n]

2
I I| .

o]

Figure (5 .2) : Représentation du signal discret [R].

v

[I.2. Signaux discrets particuliers

Il .2 .1. Echelon unité Un]

=g o= I
3 45 kn

0 1 2

Figure (5 .3) : Représentation de
I'Echelon unité

[1.2.2. Impulsion discréte
8[n]

lpourn=20
Opourn #0

1

ot = {

° Py Py Py oo »
»

o 12 3 4 s
Figure (5 .3) : Représentation dé&[n] .
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[1.2.3. Signal rectangulaire
% Soit le signal rectangulaire suivant :
1 pour—T<n<T
I (n)= sinon
0
Le signal est de longueur 2 T + 1 et d’'amplitéddelv.
Signal rectangulaire en fonction d’échelortairg est :
Ior (n) =U(N+ T) —U(n —(T + 1)) R
ITz (n)
o PourT=2
1 pour—2<n<2 4 n
I, (n)= sinon T T T T
0 >
-2
Figure (5 .3) : Représentation du signal
rectangulaire .
v Signal rectangulaire en fonction d’échelon unitaise:
IIor () =U(n +2) —U(n-3)
v Signal rectangulaire en fonction d'impulsion dedgiest :
o7 (N) =3(n + 2) +3(n + 1) +3(n) +6(n - 1) +3(n-2)
lll.  Opération de base sur les signaux discrets
Soit les signaux discretg[r] , Xz[n] et y[n]
[11.1. Addition
+
xa[n] ;@f » Y[n]= xa[n] + x2[n]
Xa[N]
Figure (5 .4) : Addition des signaux discrets
[11.2. Multiplication
xa(n) y()=xa(n) . %(n)
X2(Nn)
Figure (5 .5) : Multiplication des signaux discrets
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IV. Produit de convolution des sighaux discrets
V. 1. Définition
Le calcul du produit de convolution de deux aigndiscretest donné par I'équation suivante :

yin = faln] * fan1= 3 t[pl. f,In- p]

tous les p

IV.2. Propriétés de la convolution
1. La commutativité
fafk] * £ 2[K] = f2[K] * f a[K]
2. La distributivité
(falK] + fo[K] )* folk] = fak] * f5[K] + fo[K] * f5[K]
.3. L’associativité
fa[k] * fo[k] * f5[k] = fa[K] * (f 2[K] * f3[k] ) = (Fa[k] * f 2o[K]) * f 5[K]
4. L'élément neutre

L'élément neutre du produit de convolution estglilsion de Dirac discrete]] n))
onl* f[n] = f[n]
fin*dn-n]= f[n—-n]
IV. 3. Calcul du produit de convolution de signay discrets
»Exemple
On considére deux séquences discrétes apériadimqurenul sur les intervalles de durée &t
N¢, .Soit f1[n] séquence non nul poutf0, 3] et f2(n) séquence non nul poue[d, 3]
fi[k] = 1.8[k] + 2.8[k-1] + 3.5[k-2] + 4.5[k-3]
fo[k] = 9.8[k] + 7.8[k-1] + 45[k-2] + 1.5[k-3]

1. Déterminer le produit de convolution dé) et de f(n) par Calcule et par méthode
graphique ;
2. Représenter le produit de convolution.

» Correction :Soient la représentation des signaux discrets:
fi(n) A fn) 4

SRS
=

01 2 3 01 2 3

y N 11 y N
L hd L

Figure (5.6) : les deux signaux discretg (h) et £, (n).
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v' Calcul du produit de convolution par la méthode thérique :
*Nombre d'impulsion Ny de y[n] :
Ny =Ni1+Np-1=4+4-1=7

*Calcul des valeurs de nde y :

n>0+0=0
n<3+3=6 = 0<n<6
D'ou y[n]:Zfl[p].fz[n—p] avec (< n< 6

-pour n=0 y[0] =f1(0). ,(0)=19=9
-pour n=1 y[1] = f1(0).f(1) + f1(1).f2(0) = 1.7 +2.9 25
-pour n=2 y[2] = f1(0).fx(2) + fy(2).f2(1) + f(2).f,(0) = 1.4 +2.7 +3.9 45
-pour n=3 y[3] = f1(1).1x(3) + 1(2).f2(2) +f1(3).f2(1) = 1.1 +2.4 +2.7 + 4.9 66
-pour n= 4 y[4] = f1(0).f2(3) + f1(1).12(2) + f(2).f(1) +2(3).f2(0) = 2.1 +3.4 +4.7 42
-pour n=5 y[5] = f1(2).f2(3) +1(3).f(2) =3.1+4.4 =19
-pour n=6 Yy[6] = f1(3).f2(3) =4.1=19
D’ou le résultat suivant :

y(k)
66

42
45

25 19

9| 4
L]

01 23 4 56

nk

v

Figure (5.7) : le produit de convolution des sigmadiscret f (n) et f,(n).

v' Calcul du produit de convolution par la méthode grghique :

fl(n_p) A f2(p) A

PN WS

nk | nk

v

v

-3 -2 -1C

01 2 3
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1°' cas : pour n =0 2™ cas : pour n =1
fa(p) A f2(p) A
9 9
7 7
4 4
| I | I > nk | | » nk
01 2 3 01 2 3
fi(k-p) & fi(k-p) 4
4
3
2 nk nk
NN I .
-3-2 -1¢C -3 -2 -1¢C
y(0)=9.1=9 y(1)=9.2+7.1 =25
Dou y(0)=9 D'ou y(1) = 25
3*™Mcas : pour n =2 £™ cas : pour n =3
f2(p) A f2(p) A
9 9
7 7
4 4
11 l > nk | | | > nk
01 2 3 01 2 3
fi(k-p)
f1(k-p) A
| | nk
nk ] | >
| | !
+ > 01 2 3
01 2 3
y(n)=9.3+72+41=42 y(n) = 9.4 8F#4.2+1 =66
D'ou y(2) = 42 D'ou y(3) =66
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5% cas :n= 4
) A
9
7
4
2l
11 . nk
01 2 3
fuk-p) A
‘ | nk
| | 1 >
012 3

y(5)=7.4+43+ 1.2= 45

Dou y(5) =45
7°™cas :n=6
fa(p) A
9
7
4
l ‘
1 . nk
012 3
fik-p) A
‘ | nk
| >
012 3
y(6)=4.1=4
Dou y(6)=4

6"°cas:n=5

fAp) A
9
7
4
all
1 > nk
01 2 3
fu(k-p)
| nk
1 | >
012 3

y(6)=4.4+1.3 =19

D'ou y(6)=19
g™ cas :n=7
fap) A
9
7
4
1
| > nk
01 2 3
fik-p) A
‘ | nk
I N
012 3

Pas d'intersection entredeax signaux.

Dou y(N=0

Figure (5.8) : les cas possible pour avoir le prodde convolution
des signaux discrets; fn) et £, (n)
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La représentation du produit de convolution &9:
y(K)
66

42
45

25 19

9| 4
L

01 23 4 56

nk

v

Figure (5.9) : Représentation du produit de conutibn des deux signaux.

V. Transformée de Fourier d'un signal discret TFTD

V.1. Définition
Un signal discret est défini par une suite d'écilans espacés entre eux d'une période Te. La

transformée de Fourier appliquée a un signal dis¢né devient donc :

+00 -ﬂm n- 4o
Fe _

X()= > Hnle

-2 jmfTe

2. Anl.e

n - —co n - —oo

Si cette série converge, la transformée de Foumierse est définie par :

_ 1 F./2 2jﬂ%f
] _E_J,zx(f)e

V.2. Propriétés de la TFTD
Globalement, la TFTD posséde les mémes propriéesaqTF.
X(f) est une fonction complexe .

| X(f)| est le spectre d’'amplitude et arg (X(f3} & spectre de phase.
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¢ Linéarité ax(m)+by(n) = aX(f)+bY(f)

+ Décalage temporel x(n—ny) — X (f)e 7o

¢ Décalage fréquentiel

J2nfon o
ou modulation x(n)e —= X(f = fo)

+ Changement d'échelle x(an) — ﬁl’(i ]

a a
+ TF de la dérivée du signal G’.;T(I:r) = 2nf X(F)

1/2

+ Relation de Parseval = 2 12

x = X d
(conservation de I'énergie) nzz_'m‘\(”ﬂ —1{'2‘ v )‘ 4
+ Relations de Plancherel x(m)* v(n) = X(f)Y(f)

x(n).v(n) = X(H*=Y([f)

V.3. Application
Soit le signal discret suivant :

X[nN]=1 si |n[KN/2 sinon x[n]=0.

1- Représenter le signal discret et donner son esipreen fonction d’Echelon unitaire;
2- Calculer la Transformé de Fourier de ce signal.

»  Correction
1- C’est un signal rectangulaire d’amplitude A= 1\detdurée N+1

X [n] A

It

A
N/2 0 N/ 2

I A

>

Figure (5.10) : Représentation du sigrralctangulaire discret.
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Le signal en fonction d’échelon :

x[n] = u[n+N/2]+u[n—(N/2 +1)]

2- LaTFTD de x|n] est :

+00 —2i nf n- 4o o
X(f)= Y Hnle o= Hnlg ™

n=N/2 _2Jmf

Avec Te=1sdou X(f)=
n=—N/2

X(f) est la somme de N + 1 termes d’'une suite g&dgue de raison e

termee/™" |

—j2rn(N+1)f eJTNf _gjt(N—-2N-2)f eJT(IN+1-1)f _ = jr(N+1+1)f

-2jmnf

X(f) = e =

1-e-J2mf 1-e—J2nf o 1-e—J2nf

e_jnf(ejn(N+1)f —_ e_jn(N+1)f) (ejn(N+1)f —_ e_jn(N+1)f)

e Jnf einf — e—inf pe—inf o einf — e—inf

_ (efmVEDS — o mimINEDS ) 127 sin(mf(N + 1)

(e/™f — e~ /2j sin (1f)
"o sin(mf(N + 1
sin (7f)
X(f)
|
Il ' |
Al i |
il B (
" \ (]
3 [ ] ]
£ |\ | g
2 | L 4
™ ¢ al | \ Ill.’ 1[ lrr : If\, \'| |
) IE\,,-"r LA 1J|| U LR "-1,.;/ ]

08 L& L4 D32 u] a2 04 O0F 08 1
Freguence

Figure (5.11) : Spectre du signal rentpulaire discret.

et de premier
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VI . Filtrage numérique
VI. 1. Systéme linéaire invariant dans le temps
Un systeme esgtiscret si a la suite d'entrée discréd@) correspond une suite de sortie discyéte.

x(n)
—

v(n)

Systeme Discret
. —

Figure (5.12) : Représentation d’'un systéme discret

= Un systéme edinéaire, si a la suiteax (n) + bx,(n) correspond la suitay, (n) + by, (n)

= Un systéme eshvariant dans le tempsi a la suitex(n—m) correspond la suitg/(n—m).

o0(0)=1
Si d(n)est la suite unitair © , alors toute suite(n) peut s'écrire:
o(n)=0 0On#0

+00

{n] = > x[m].oln-m]

m- —oo

Sih(n)est la réponse d'un systeme discret linéaire arigmt dans le temps a la sudén) alors :

+00

{n] = vl = Y xml.en-ml = > himl.qn - m]

m- - m- —co

On reconnait alors une équation de convolution:
y(n) = h(n) * x(n)

Ainsi des qu'un systeme peut étre considéré conmiaile, discret et invariant dans le temps, il en
découle qu'il est :

» Régi par une équation de convolution ;

» Entierement déterminé par la réponls@) qu'il fournit lorsqu'il est excité par la suite
impulsionnelled(n) . Cette suitd(n) constituant la réponse impulsionnelle du systeme.

VI .2. Transformée en z d’'une séquence :

Le signal analogique est maintenant numérisé asfbtané en une suite de valeurs numériques x[n]
codées sur N bits qu’on représente par des segrdentsla hauteur est proportionnelle a la valeur
binaire.

C’est une facon commode de représenter graphiquamenséquence numérique x[n] constituée des

valeurs du signal x(t) aux instants t=0, Te, 2T©®n supposera que le signal x(t) est nul pour t<0.
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Xxn
X2
X
X4 .
X
) | | ‘ ‘ |
> temps
Te 2Te 3Te 4Te 5Te

Figure (5.13) : Séquence d’échantillons.

On appelle transformée en z de la séquence nuneéjglile polyndbme X(z) défini par la

relation:

X(2) =% +X.Z2"+X,.2°+ X.Z" +...

Exemple :
v' Séquence impulsion unité :

[n]

X
x[n]

'X(z)=1 Pt

Figure (5.14) : Séquendapulsion unité .

t=0
Te, 2Te ...

Q- -

1
0

v' Séquence échelon :

x[n]=0 si t<O0

x[n]=1 si t>0 1| I |
L

X(2)=1+z2'+72°+2°+...=

1-7°

Figure (5.15) :séquence échelon.

La Transformée ed d'une suite(n) est définie par I'expression suivante :

An] DO~ X(2)= > An.z"
En considérant I'expression de la Transformée deiéradiscrete :

yn] OfP- X(f):iﬁn].e‘”””e

n- —oo
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Le passage de la Transforméezamnla Transformée de Fourier est immédiat :
X(2)| ppizte = X(f)
Ainsi l'analyse d'un systeme discret se fera emgémau moyen de la Transforméezre passage en
Fourier étant immédiat si nécessaire.
VI.3. Transmittance en z d’un filtre numérique :
De la méme maniere que la Transformée de Lapladeetd fondamental pour I'analyse des systemes

continus, la Transformée ehest I'outil d'analyse pour les systemes discreti$.u® systeme qui a une

séquence d’entrég restitue en sortie une séquenge y

Filtre
e numérique —>

Xo, X1, Xz ... Yo. Y1, Y2 -

Figure (5.16) :Filtre numérique.

La transmittance T(z) du filtre est alors défing p

Y (z)
X (z)

T (z) =

Puisque les transformées X(z) et Y(z) sont desr@ohes contenant les puissances négatives de z, la

transmittance sera un rapport de deux polyndmesissances négatives de z.

VI. 4. Structure générale d’un filtre numérique

Un filtre numérique calcule la valeur numériqudalsortie y a l'instantt = n.Te a partir des
échantillons précédents de la sortie et des édloastprécédents de I'entrée, plus celui qui viétre

appliqué sur I'entréenx

Y=Y, 4y, ot tapYppt bo.xn ThX gt b2'Xn—2 ot bq-Xn—q

Cette formule de calcul ou algorithme conduit ngitament a la structure générale d’un filtre
numeérique :
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Fegistre a decalage

Registre & décalage

Figure (5.17) : Structure générale d’'un Filtre nunrégue.

Remarque :

- Toutes les Te secondes, les valeurs sont décalfes lds registres, multipliées par leur
coefficient respectif et additionnées pour donner y

- Cette structure peut étre réalisée sous forme raeéfregistres, multiplicateurs, additionneur)
ou entierement logicielle.

- Un filtre simple calcule la sortie a partir de gueds échantillons seulement, au contraire,
I'algorithme d’un filtre sophistiqué peut comptasfju’a une centaine de termes.

VI.5. Algorithme de calcul et transmittance T(z)

L’algorithme nous permet de calculer la valeur dehantillon de sortie yn en fonction des
échantillons d’entrée et de sortie précédentsiltte iumérique le plus général peut se décrireypar
algorithme de calcul de la forme :

X(=) HZ)

V=l ._1"??_1—'—(12.}"],1_2—'—. ; .+ﬂp.}fn—p+aj-x.n+£ﬁ - n_1—|—. . .—|—h1-..rn—g

La transmittance T(z) permet de synthétiser legfiltle tracer son diagramme de Bode et d’étudger se
réponses a une impulsion, & un échelon ou a unéeemuielconque.

Pour passer de 'algorithme, relatif au domainepter@l, a la variable z, on utilise la regle de pgss
tres simple:

X e X(2).2 7 J—
} opérateur
Vo ~lf——- ¥Y(=).=— retard
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En utilisant cette regle, I'algorithme se transferen :

YO)=a Y(2).z 4. Y(2).z2+...ap. Y(2) 2P+ X(2)+D X(2) .z 4. 4Dy X(2) .22

Soit, apres factorisation

YO (l—ay.z =y 27— —ap.z 7 )=X(2) (By+B 274 4Dp.277)

Ce qui donne la transmittance en z du filtre :

T(z)= z) bthz ' 4bpz

Xz l-aq.z'-a.z2—..apzF

VI.6. Les deux familles de filtres numériques

Suivant la forme de I'algorithme, on distingue degrandes familles de filtres qui ont chacune leurs
propriétés particulieres:

VI.6.1. Filtre a réponse impulsionnelle finie (RIF)
= Filtres pour lesquels sortie ne dépend que des entrées pas des sorties ;
= leur réponse a une impulsion s’annule au bout dartain temps ;

= ils s’appellent filtres non récursifs @uréponse impulsionnelle finie (RIF) ;

= ils n'ont pas d’équivalent analogique.

Un filtre a réponse impulsionnelle fin{®IF) est un systéme linéaire discret invariant dansnieps
régi par une équation aux différences pour legéehantillon de sortig(n) ne dépend que d'un certain
nombre d'échantillons d'entré@).

M =3 a.xn-)

Exemple :le filtrage par moyenne glissantg =y ( X, + X,.1 + Xq2 )/3.

B pe (1111l
Réponse impulsionnelle Réponse indicielle
Filtre & moyanne glissants
________III____________________________ ______I .1}7:%(-T”+1]|—1+xn—3)

00330 530 530001 00,000, 007 007, 7L O O () 50 (8 000 000 00 DLZE7 00 00 008 .001.00L00L 0. D01, 00100 00100 .00 00,001 .00
00 (10121 (21 090 (=0 (61 (7] 1) (31 00T 02102041015108) 10017912 130 (41 20 050 (7] (B (91 om0 2 40 50e)n )

Figure (5.18) : Exemple d'un filtre a réponse impsibnnelle finie (RIF) .
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VI.6.2. Filtre a réponse impulsionnelle infinie (RII)

= Filtres pour lesquels la sortie dépend des enatdss sorties précédentes ;

= leur réponse a une impulsion s’annule au bout tBamps infini ;

= ils s’appellenfiiltres récursifsoua réponse impulsionnelle infinie (RII) .

0221350, 150.7 00.061.020.021. 0 10711, 0L 0L ) 0 O 00, 0. 0.
[0 30023 (50 141 050 050 071 (80 150 (10002 A0 4510807

o INREEER
Réponse impulsionnelle | | ‘ Réponse indicielle

[0 550 FFLEED A3 60 960 550 59000 00 00 00 008 (0000 00 .00 0
00177121 12 10 130 (50 (71 (20 (30 (1 0T 21131 1 i el 7 s

Passe-bas du premier ordre

30=0,5.3,,+0.25.(x+x,_)

Figure (5.19) : Exemple d'un filtre & réponse impsibnnelle infinie (RII ) .

VI. 7. Exemple de passage de T(z) a I'algorithme

On souhaite trouver I'algorithme de calcul du éltraractérisé par la transmittance T(z) suivante :

#0, ¥1, %2 ..
1+2.z74z3

vy, y1, w2 ..

I 2+z1

A J

» La transmittance est le rapport entre la transferaméz de la sortie et la transformée en z de

I'entrée.

1+2.z71+27% J(o)

IO=%= %0

Soit, en faisant le produit en croix.

(1+2.z274279) X(2)=(2+z7D). 12)

Ce qui donne, enisolant Y(z) :

2.Y(@)=Y(@) 7 +X(H2.X(2). 2+ X))z

En utilisant la régle de passage au domaine terhpatgorithme s’écrit :

2 n=—Y Xt 2 X1+
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Soit, enfin :

J"Ln :_0 . S .}’”_I‘FO . S Xan +.T”_1+0 u 5 ..‘J.f,,_j

Remarque :
Pour passer I'algorithme a la transmittance, disatune regle tres simple :
1. écrire l'algorithme 1y, =a,.y,, +&,.Y,, +...+a,.y, , +bo.X, +b.X , +b,. X, +...+b,. X,
2. passer en z en faisant correspond®.z”’ ay, , et X(2).z") ax,,
3. regrouper les termes en Y(z) a gauche et lexeteen X(z) a droite
4. calculer T(z) = Y(2)/X(2)
Les mémes opérations menées en sens inverse parhuetpasser de la transmittance a
I'algorithme.
VI.8. Stabilité d’un filtre numérique
Comme pour les filtres analogiques, il est posdilelgorévoir a partir de la transmittance la stebou

I'instabilité du systeme physique correspondant :

= pour déterminer si un systéme analogique continwashsmittance T(p) est stable on calcule les

pbles qui sont les valeurs de « p » annulant leémateur ;
= le systeme est stable si les pbles sont négatit®myplexes avec une partie réelle négative ;
= si on place ces pdles dans le plan complexe, tsgent tous dans le demi-plan de gauche.
Ce critére de stabilité reste valable pour lesstratiances T*(p) des systemes échantillonnés.

= un systéme échantillonné de transmittafitip) est stable si tous ses pofgs q + j.b

sontnégatifs ou complexes a partie réelle négative @

Comme avec les systemes échantillonnés on tralaifiis souvent avec les transmittances en st il e

intéressant de voir la position des péledans le plan pour un systéme stable.

= un systéme échantillonné de transmittance T(Ztabte si tous ses pbles sont a

I'intérieur du cercle unité.

Transmittance en p Transmittance en =z

axe imaginaire axe imaginaire

instable instable

S stable

axe reel \—i/ﬂ axe reel

Figure (5.20) : Critére de stabilité d'un systémemeérique.
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