Chapitre 1V:

Recherche et simplification des fonctig

logigues combinatoires

Introduction:

Le fonctionnement d’'un systeme logique combinategedécrit:

- Littéralement: par une ou plusieurs propositimsques.

- Numériquement: par sa table de vérité (état dsoléie pour toute les combinaisons des
variables d’entrées).

- Algébriquement: par une fonction logique (en a&sd les variables par les opérateurs ET,
OU et NON.

- Par une table de fonctionnement: décompositiopl@sieurs blocs fonctionnels.

|- Fonctions logiques décrites par une table de vér ité:

1/ Fonction complétement définie:

Il s’agit de fonctions dont la valeur est connuemoutes les combinaisons des variables.
@ Exemples:La fonction « Majorité de 3 variables »: MAJ(A,B,C)

La fonction MAJ vaut 1 si la majorité (2 ou 3) desiables sont a I'état 1.

- Table de vérité:

Combinaison
Co
C1l
C2
C3
C4
C5
C6
C7

MAJ(A,B,C)
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2/ Fonction incomplétement définie:

Une fonction est dite incompletement définie quaadvaleur esindifférente(ne change
pas le résultat) omon spécifiégn’existent pas) pour certaines combinaisons deies.
Elles peuvent étre physiquement impossible. Ormsatle symbole X ol pour la valeur non
spécifiée de la fonction.

@ Exemple: Soit un clavier qui comporte 3 boutons poussoir®PEt P3 qui commandent
une machine et qui possédent un verrouillage m@uaantelque 2 boutons adjacents ne

peuvent pas étre enfoncés simultanément.

Clavier:
P1 P2 P3
O] O] O]
Marche Manuelle Arrét Augmenter la Vitesse

Supposons que Pi appuyé = 1 et Pi relaché = 0, @iotable de vérité de la fonction
« Clavier » qui détecte au moins un poussoir débién

Clavier
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-
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L)
w
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3/ Recherche d’une fonction logique a partir de sable de vérité:

Prenons comme exemple la fonction MAJ précédente.

La fonction MAJ = 1 sion a: (C3) OU (C5) OU (QBW (C7)

soit: (A=0,B=C=1) OU (B=0,A=C=1) OU (C=0,A=B=1) O(A=B=C=1)

Si Pi représente une fonction logique qui identifi@ combinaison i, alors:
MAJ = P3 + P5 + P6 + P7

- Recherche de Pi:

P3 =1 si (A=0) ET (B=1) ET (C=1)

Or un produit ne vaut 1 que si tous les termesrddyst sont dans I'état 1.
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D'ou:

P3=A.B.C
P5=AB.C - — -
_ MAJ = A .B.C+A.B.C+A.B. C+A.B.C
P6 = A.BC
P7 =AB.C

II- Simplification des fonctions logiques:

Apres la recherche de I'expression algébrique di@nation, I'étape suivante consiste a
minimiser le nombre de termes afin d’obtenir uredisation matérielle plus simple donc plus
facile a construire et & dépanner, en plus moidtecse.

Deux méthodes de simplification sont utilisées:
- La réduction algébrique
- Les tableaux de KARNAUGH (diagramme de KARNAUGH).

1/ La réduction algébrique:

Il s’agit d’appliquer les théorémes et les pro@setle I'algebre de Boole pour obtenir une
expression plus simple de la fonction.
Exemple: Simplification de la fonction Majorité «A »
MAJ = A .B.C+A.B.C+A.B.C+A.B.C
0 X on a; X+X = X et X.A +X.A = X (voir propriétés)
Soit: X=A.B.C
MAJ =A .B.C+A.B.C+A.B.C+A.B.C+A.B.C+A.B.C
=B.C.(A+A )+A.C.(B+B)+A.B.(C+C)
=B.C+A.C+A.B

2/ Le tableau de KARNAUGH (T.K.):

La méthode de KARNAUGH permet de visualiser unecfomn et d'en tirer
intuitivement une fonction simplifier. L’élément dmse de cette méthode est la table de
KARNAUGH qui représente, sous forme de tableau,te®ules combinaisons d’états

possibles pour un nombre de variable donné.
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= Théoreme d'adjacence deux mots binaires sont dit adjacents s’ils n&ght que par la

complémentarité d’'une, et une seule, variable.eBxdnots sont adjacents sont sommés, ils
peuvent étre fusionnés et la variable qui diff&se&@iminée. Par exemple, les mots ABC et
ABC sont adjacents puisqu’ils ne different que [@acomplémentarité de la variable C. le

théoréme stipule donc que ABC +ABC=AB.

@ Construction du tableau:

La table de KARNAUGH a été construite de facoriage ressortir I'adjacence

logique de fagon visuelle.

- chaque case représente une combinaison de \es;jabl
- la table de vérité est transposée dans le taldeauettant dans chaque case la valeur de la
fonction correspondante.

= La fonction représentée par un T.K. s’écrit commesdmme des produits associés

aux différentes cases contenant la valeur 1.

@ Regle a suivre pour un probléme a n varialles2)

Le T.K. comporte donc"Zases ou combinaisons, I'ordre des variables pasimportant
mais il faut respecter la regle suivante:
« Les mondmes repérant les lignes et les colonaes attribués de telle maniére que 2
mondmes consécutifs ne different que de I'état e’wariable, il en résulte que 2 cases
consécutives en ligne ou en colonne repéerent daebioaisons adjacentes ». on utilise donc le

code GRAY.

- Exemple:n =4

AB CcCDO0 |cDoO1 |CD11 |cD 10
A B 00 | 0000 0001 0011 0010
B

o1 |0100 0101 0111 0110

AB 11 1100 1101 1111 1110
AB 10 |1000 1001 1011 1010
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@ Exemple de remplissage du T.K. a partir de laetdiel vérité:

ABCD | F(A,B,C,D)

CD

01] CD11

ol

AB

0000 —
A B 00

0001 —
—P | ABO1L

0010 AB 11

olo| r| o|0l
olr| r|r|U
Rlo| | O
O|
O
o o|o
© =
o

0011 AB 10

F(A,B,C,D)=A B.C.D+-A.B.C. D+A .B.

0100 v =) ik _
C.D+AB.C.D+A.B.C.D+A. B.C.D

0101
0110
0111
1000
1001
1010
1011
1100
1101
1110
1111

O Of | O] k| O] O O k| O] k| | Ol O | O

3/ Simplification des expressions logiques a l'aid@& T.K.:

a- Regroupement des cases adjacentes:

@ 2 cases:

- Exemple: « Fonction MAJ: majorité de 3 variables »

a © col| C1

ABoO0o| O 0 X = A .B.C+A.B.C =B.C (A change d'état)
ABO01| 0 | (IYT Y=AB.C+AB.C=A.C (B change d'état)
AB 11 [ <1_ <{ 7=AB.C+AB.C=AB (Cchange d'état)
AB 10| O

MAJ = X+Y+Z = A.B+A.C+B.C
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Reégle: « La réunion de 2 cases adjacentes contenantindingé la variable qui change d’état

guand on passe d'une case a l'autre ».

@ 4 cases:

»1cD|Cp|CP|cD »lcD|Cp|CP|cD »“cD|Cb|CP|cD

00 | 01| 1|10 00 |o1]| 1|10 00 |o1| 1|10

AB| O [O0]O0]0O A B|-L° ¢ AB I

00 00 00

Ay 1 0] 0 AB B

01 01 01

AB [N\l ¥ o] O AB 1\ / 1 AB 1] 1

11 11 , 11 N
AB| O | O] &« AB _y 1 AB | \Y

10 10 10

F1 F2 F3

Exercice: Chercher les expressions des 3 fonctions F1, F3.et

Régle: « 2 variables disparaissent quand on regroupe séscadjacentes, on peut alors
remplacer la somme des 4 cases par un seul tewdeipgui ne comporte que les variables
inchangées sur I'ensemble des 4 cases ».

< 8 cases: —=T——T— —
_ s | CD|CD|%P|cD
- Exemple: 00 | o1 11110
AB| I 1
0 F=C.D+C.D =D
01
AB | 1 1
11
aB| Y N
10

Régle: « 3 variables disparaissent quand on regroupes8scadjacentes, on peut alors

remplacer la somme des 8 cases par un seul teodaipgqui ne comporte que les variables

inchangées sur I'ensemble des 8 cases ».

* Remarques:

- On ne peut regrouper quécéases: 2, 4, 8, 16, ..

- On se limitera a des tableaux de 4 variablesr pé&gpudre par exemple un probleme a 5
variables, on le décompose en 2 problémes a 4blesia
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b- Traitement d’un probléme de 5 variables:

Pour résoudre ce probleme, il faut le décomposer2 goroblemes a 4 variables en
appliquant le théoreme d’expansion de SHANNON:
F(A,B,C,D,E) =E.F(A,B,C,D,0) + E.F(A,B,C,D,1)

c- Les valeurs indifférentes ou non spécifiées:

Le symboled peut prendre indifféeremment la valeur O ou 1; emplace donc par

1 uniguement ceux qui permettent de simplifier exjgression par regroupement.

@ Exemple:
ABC | F(AB,C)
000 0 s | O 1
00 O 0
001 0
010 1 oL |1 N
11 \O 1/ _
01T o > = =2 FABC)=B
100 0
101 0
110 O
111 1

[Il- Résumé: (de la synthése d’un systéme combinatoire)

* Différents aspects d’une fonction logique:

Table de ' Tableau de Expression

Vérité KARNAUGH Algébrique

L _

*Passage T.V.==>T.K. ==> E.A.:

- Etape n°1l: construire le tableau en repérantidees et les colonnes par les valeurs des
combinaisons de variables.
- Etape n°2: transcrire les valeurs de la fonctians les cases correspondantes.
- Etape n°3: chercher a effectuer des regroupenminfdus grand nombre de ‘1’ qui ont au
moins un ‘1’ qui n’a pas déja été regroupé: 16 gumiis 4 puis 2.
- Etape n°4. effectuer la somme logique de tous te¥mes produits des divers
regroupements

M.TAYARI Lassaad Pagd/7 Chapitre 4




