Mécanique Générale ISET Nabeul
PLAN DE LECON

CARACTERISTIQUES D’INERTIE DES SOLIDES

¢ Objectifs spécifiques :

1. Déterminer le centre de gravité d’un solide.
2. Ecrire la matrice d’inertie d’un solide par rapport a un repére.
3. Ecrire la matrice d’inertie d’un solide réel.
¢ Motivation :
En s’appuyant sur les notions vues en mécanique générale en 1¥ semestre
I’¢étudiant essayera de déterminer la matrice d’inertie d’un solide
s Pré acquis :
= calcul intégral simple
= notions de physique.
** Moyens d’enseignement :
= tableau,
< Auditeurs :
Etudiants des I.S.E.T.
Profil : Génie Mécanique.
Option : Tronc commun.
Niveau : L1/S2.

< Durée: 6 séancesde 1": 30

)/

< Evaluation: - Formative au cours de la séance (TD N°6)

- Sommative : Test d’évaluation.
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Chap.5: CARACTERISTIQUES D’'INERTIE DES SOLIDES

La géométrie des masses permet de déterminer le centre de gravité et la matrice d’inertie

d’un solide, notions utilisées dans les chapitres suivants.

I- Centre d’inertie — Centre de masse —centre de gravité :
Pour un solide homogeéne, ou 1’accélération de pesanteur est constante, les trois centres sont
confondus :

1- Systéme discret.

G est le barycentre des points P affectés des masses m; .

2- Systéme continu.

— 1

OGzﬁ.‘!a;.dm = X; = ﬁjsx dm y. = ﬁj‘sy dm et z = ﬁv“sz dm

Cas Particulier des solides homogeénes

Nature du solide Masse spécifique m Centre d’inertie
Ligne L Masse linéique m= /1.'[ dl A (Hp
Elément d/ dm = A.dl ) L '

3- Exemples :

3.1 Cone de révolution :

Le centre d'inertie d’'un cone de révolution de rayon R ,de hauteur %, plein et homogéne

L1 Page 54



Mécanique Générale ISET Nabeul

Le volume v du cone est =%7L'R2h

6 = VJEZ dv -

dv=nridz K

—_R_r R .
tga—h - = r hZ’

T
T~
T

| ¥

B
=

' -1 E 3 3
finalement z¢ = VIE”hZZ dz = |zc = 2h

¥

3.2 Demi-cerceau : ¥ ¥

xp=R Cos@
P

L=rt R

L xg=[xpdI=[* R Cos6 R d6=R*[* Cos6 d6 = 2 R
L 2 2

-—-—-—-—-—-—-t—-—-—-— -

L yo=|yrdI=[* R Sin6 R d6=R*[* Sin6 d6 =0
L 2 2

dou G=
Ye=0

II- Théoreme de Guldin :

Les deux théorémes de Guldin ne sont valables que pour le cas de courbe plane ou surface plane.

=

1- Premier théoréme :

Surface S

Dans un planz, considérons une courbe C de longueur L et un
axe (O,X)ne traversant pas, la position du centre de gravité G

de cette courbe est donnée par

S=27m-r;-L

re: distance séparant G de (0, %).

S : aire engendrée par C en tournant autour de (O, x).
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2- Deuxiéme théoréme :

Dans un planz, considérons une surface d’air S et un axe
(O,X)ne traversant pas, la position du centre de gravit¢ G de

cette surface est donnée par

V=2zr,-S

re: distance séparant G de (0,X).

V - volume engendré par S en tournant autour de (O, x).

I1I- Applications :

1- Déterminer I’air d’une surface conique (S) de hauteur h et de rayon R

La longueur : L=,/R?*+h?
4

= M = —

™

Le centre d’inertie : XG=§

La section : S=2xlxc

Finalement | S=7zR,|R>*+h?

2- Déterminer la position du centre de gravité G d’un demi-cerceau.

A -
R Y
R La longueur du demi-cercle : L=7R
XG La surface générée du demi-cercle : S=47R>

=

Appliguant le théoréme de GULDIN = sz%

3- Déterminer la position du centre de gravit¢ G d’une plaque demi-circulaire de rayon R et de

section S.

L1 Page 56



Mécanique Générale ISET Nabeul

Correction :

L'axe Ox coupe la plaque en deux morceaux identiques

Le volume V=%7L’R3

La surface S:%R2 finalement | xo = =&

4- Déterminer le volume d’un Tore

Correction :

Deéterminer le volume d’un tore

")

de rayons r et R.
La surface S=nR?

Le volume V=27mmr*R

V=212 R T

5- Le volant représenté figure 1 est caractérisé par sa masse m et son rayon R. Il comporte un trou

circulaire centré en 4 (OA4 = a) et de rayon r. Déterminer le centre d’inertie G du volant.

6- Un solide (S) homogeéne de masse M est constitué¢ par un cylindre plein de hauteur H, de rayon
R et un cone de rayon R et de hauteur 4. Le cylindre et le cone sont assemblés par soudure

comme I’indique la figure 2
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y /-

=

=i

Fig.1

IV- Matrice d’inertie d’un solide (S).

1. Moment d’inertie de (S) par rapport un point.

Etant donné un solide (S') de massem .
On appelle moment d’inertie du solide (.S)

par rapport a un point 4, la quantité positive :

1,(5)=[AM " dm

2. Moment d’inertie de (S) par rapport un axe (\).

=

On appelle moment d’inertie du solide (S)

par rapport & un axe (A), la quantité positive :

1,(5)=[HM dm

3. Expressions analytiques dans un repére orthonormé :

Un point M d’un solide (S') ayant pour coordonnées x,y,z dans le repere (O,},;,;) :

OM =x3%+ yy+zz . E
Moment d’inertie de S /(point O) : I1(S/0)= I(xz +y*+z%).dm
MeS
Moment d’inertie de S /(axe Oz) : I1(S/0z)= I(xz +y°).dm
Moment d’inertie de S /[plan (O,X,y)]: I(S/ OXY)M:ES j (z*).dm
Mes

Produit d’inertie de S /( axex :Ox et Oy) J(S/xo0y) = jx. v.dm

X
¥ /
MeS
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4. Matrice d’inertie d’un solide (S) en O :

La matrice d’inertie s’écrit sous la forme suivante :

24 .0d — d - d
o N J;(y z").dm lxy m lxz m
[I(S)](o,i,;,z) = |- J(xo0y) loy —J(yoz)| = —:[xy.dm :[(xz +z%).dm —:[yz.dm
-J -J 1
(xoz) —J(yoz) oz ~ [ xzdm —[yzdm [ +y)dm
s S 5

Autre notation de la matrice d’inertie

A -F -FE

[1(5)]0:—F B -D o
-E -D C o D, E et F : Produits d’inertie

A, B et C : Moments d’inertie par rapport (0, %); (O, ¥)et(0, %)

V,Z)

Si le solide admet des plans de symétrie :

Si (0,%,7) plan de symétrie, alors z varie de + z, donc :

}ﬁ

E=[xzdm=0 et D= .yz.dm:0
K K
Si (O, v,z ) plan de symétrie, alors x varie de  x¢ donc :
E=xzdm=0 et F= .xy.dm =0 o] _
Si (0,%,Z) plan de symétrie, alors y varie de + y, donc : <
F= .xy.dm=0 et D= ﬁyz.dm:O
' * N~

N S

D’autre part si le solide admet (O, ¥, ) comme plan de symétrie alors I’axe (0,Z) est un axe

principal d’inertie. Si (O, ) joue le méme réle que (O, y) alors A=B

5.Moment d’inertie d’un solide (S) par rapport a un axe (A) quelconque passant par un point O

ou la matrice d’inertie est connue.

On connait la matrice d’inertie au point O : [I ( S)JO

On veut calculer le moment d’inertie par rapport a Paxe A: I(S/A)
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a
u=|b| OP=
C
R R
La distance de P a A peut étre exprimée par : d = ‘ﬁ A EJ‘

[(S/A)= [d’dm= [(i nOP) .dm

PeS PeS

I(S/A)=Aa’ +Bb* +Cc* —2.abF—2bcD-2cak
t — —
Autre expression : I (S / A) = U [] (S)]O U

A

6. Théoréeme de Huygens :

On connait la matrice d’inertie de (S) dans le
repere (G,5c', )ZE).G est le centre d’inertie de (S).

z
AG —F G E G z
[I(s)]G =|-F; B, —Dg; )
—E; —Dg  Cq |gasn ¥
On veut calculer la matrice d’inertie de (S) l] ( S)JO
dans le repére (O, X, ,7) en fonction de [I (S)JG
On donne : O X ¥
R A R R / ve
(06)=| s |. (0ad)=| v | et Gd)= > .
Zg z z, ¥ /
X +x,
Ona OM =0G +GM = VetV
zg+z
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= Le moment d’inertie par rapport a (G,X) : A4, = I(ylz +z,° ) dm
MeS
= Calculons le moment d’inertie par rapport a (O, x) : 4

Par définition : 4 = I(yz + zz)- dm

MeS
A= J‘(yz+zz)_dm = J‘[ (y1+yG)2+'(Zl+ZG)2 ]dm
MeS MeS
= j(y12+212)~dm+ I(yG2+sz)~dm+2‘yG '[yl‘dm+2-zG J‘Zl-dm
MeS MeS MeS MeS

Le point unique G (centre d’inertie de (S)) défini par la relation : LGW dm = 0

= jxl-dmz jyl-dmz J.Zl-dm=0

MeS MeS MeS

= A= I(yIZ +212).dm+ _[(J’c2+202)'dm :>A:AG+m'(yG2+ZG2)

MeS MeS
~ 2 2
. Dememe:BzBG+m-(xG +ZG)
2 2
C=CG+m-(xG +yG)
* Ensuite: D=D,+m-y; -z,
E=E.+m-x; z;

F=D;+m-x; -y,

7- Base principale d’inertie.

7.1 Définition :
= [La matrice d’inertie possede trois vecteurs propres orthogonaux deux a deux,

puisqu’elle est symétrique.

= Donc il existe en tout point, au moins une base ortuonomée directe, appelée, base

principale d’inertie dans laquelle la matrice est diagonale.
= Soit (¥, ,Z) la base principale d’inertie de (S) en O :

(0,%);,(0,7);,(0,%) : sont les axes principaux d’inertie de (S) en O.

[I (5)]0 - A, B, C : sont les moments principaux d’inertie de (S) en O

S O

0 0
B 0
0 ¢,

X.5.7)
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7.2 Détermination des axes principaux d’inertie :

REGLES: (i) chaque plan de symétrie matérielle passant par O donne lieu a un axe
principal d’inertie. Si par exemple le plan (O,7,Z) est un plan de
symeétrie alors (0,)?) est un axe principal d’inertie.

(ii) ayant obtenu deux axes propres d’inertie soit par exemple u etv,

alors le troisiéme axe sera obtenu par un simple produit vectoriel

W=UAV

7.3 Matrice centrale d’inertie :

Lorsque la matrice est calculée au point G, centre de gravité du solide, elle est dite matrice centrale
d’inertie.

Lorsque la matrice est calculée au point G est diagonale,alors elle est dite matrice centrale principale
d’inertie.

V. Application :

1-DETERMINATION DES CONSTANTES D’INERTIE D’UN ARBRE ETAGE (DS 2009) :

I’arbre comme le montre la perspective figure I (homogene de masse volumique p) est constitué
de deux cylindres (un premier cylindre de masse m;,de rayon R; et de hauteur H;) et (un deuxieme

cylindre de masse my,de rayon Ryet de hauteur H,) comme le montre la figure 2.
A

Figure.1 z 0
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Yo

R

R,
=
S

H] HZ

Figure.2

1) En considerant que [’arbre étagé est un systeme discret, former par la liaison des deux

cylindres, Donner dans le repere (01,)?0, V.2, ) la position du centre de gravité de
- 1 n - n
[’arbre (1)en appliquant la formule OG :H. Zmi oG ; M = Zmi )
i=1 i=i

2) Déterminer la matrice centrale principale d’inertie du cylindre (1) en G,, relativement

4, 0 0
a la base(G,,%,,%,,%,) [I (Cy,md,el)]c =0 B; O .puis exprimer la en
0 0 Gl a2
4 0 0
O en utilisant le théoreme de Huygens. [I (cylinml)]o =0 B O
0 0 B,

Hl
2

B Sachant que 2B, = A;, +2 szdm
H,

2

® pour le calcul de Agi, nous exprimons 1’¢léments du volume du cylindre par :

dv=r. dr.d0 .dx
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3) Déterminer la matrice centrale principale d’inertie du cylindre (2) en G, relativement

4, 0 0
a la base(G,,%,,,,2,) [I(Cy,md,,ez)]G =0 B; 0 puis exprimer la en O,
0 0 B
“l6,%.5.5)
4 0 0
en utilisant le théoreme de Huygens. [I (Cy,inmz)]o =0 B, O
0 0 5 (0.5.5.7)

H,
2

® Sachant que 2B, = A;, +2 Ixzdm

_H2
2

B pour le calcul de Agy, nous exprimons 1’ éléments du volume du cylindre
par :

dv=r. dr.d0 .dx

4) En déduire, dans la base (0,,%,,7,,Z,)la matrice d’inertie principale et

centrale de [’arbre (1) en O,.

[] (s)]o = [I (cylinresl)]o +[] (cylinresZ)]O =

1 1 1

S O
o v o
o © O

(0,,%,7,7)
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Correction :

Question N°1

Question 2 :

[Iu}'liﬂ]ﬂl =l ¢ By ¢

Ay O t:t]
@ 0 Bglg

R, R,
e [673 2ime [*rr i [Pt
w
Ha B
e a7 &g
= p [ de [§7 do [fortar = p[7] %
: _

1
A~ = 0.2 H, .— R} 3
@ =P 2™ o m, = @.w By Hy

M. &

Donc:‘qﬂ:l = ZR—E-#&@J_= M
1

Ha Ha

2B =Ag +2 I_TH__ x* dm, calculons alors fix! dim

= ]

s s s
_F_E:L xtcdm - o }iﬁxi di = o '_FE:L xt (wRE. dx)

—_— ——

[ B
|
| e |
—
=g
-Ih-'ll—l
-3
LY
—

ISET Nabeul
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T = ,
p 3 ) >
— & & — P 3 E
M xidm = PWRLLEX dr=p.TR{ 3 [x ]_ﬂ
2 5 5
& E 1 E R‘E
= s wdm = puBf [ fpatde=p w R L 7] g, - AEE
& T -—
IE
% dm
Or '% puRIHI _ Hi
thy 12.pmR=H, 12
H1 "
Donc [ %, x* dm = —2-4
- 12
2
a %
Par suite Bgq y n
m;_ sz 0 0
& %
Donc f = ey A my R
[ ﬂl‘ill]{;l 0 —"‘j: -+ —l-u 0
0 0 _maAg L
4

Transfert de la matrice d’inertie du cylindre (1) au point @ : G410

R% H
Ag = Am:m;z‘et By = Bgy + (?1)2-?"

Finalement :

4

g KBS wiy K%

[ m;_ .E? 0 0
— iy .EE L RE
[ I n}”iﬂ]ﬁl 0 4 + 3 0
my B2 my BY
0 0 4 + 3
Question (3) : matrice d’inertie [f ¥ I(Z) ] G,

ISET Nabeul

'{;1
my R
12 -
—
1Y — Hz—q .t_iﬁ donc

3

L1
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Par analogie avec la question (2) on aura :

=TT %

L& 0 0
2
HE, % HE, %
‘ 4 12
0 0 ord | gl G2
4 + 12 -
Par analogie avec la réponse (2) au point
_ Pag2 | "agd
ﬁ ﬁ MEEE WEEE 1
- z 2
QUESTIONS (4)

[{eylindre émge*}]ﬂl =[I c;p{l}]ﬂl + [ c}ﬂ:Z}]ﬂ 1

Donc :
.'HELE? ;WEE% 0 0
& & & &
[fe-f] — 0 miH: +msz + ﬁEiE: +mzH= 0
0, @ 3
& &
ﬁ ﬁ miﬁﬂ:mzﬂa_i_
L1

ISET Nabeul

g Ezﬂ +WEE%

3
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2-DETERMINATION DES CONSTANTES D’INERTIE D’UN
Cylindre évidé: (DS 2011)

On considere un cylindre de révolution (homogene de masse volumique p) comprenant un
¢videment cylindrique défini ci-dessous, comme le montre la perspective est constitu¢ d’un
premier cylindre de masse m;, de rayon r;=2d et de hauteur h et d’un évidement c'est-a-dire un

cylindre vide de masse my, derayon  _ 1, et de hauteur h comme le montre la figure 1.
T

A
Zt

Figure.1
ue : i i ie du soli u i i ie du
Remarque : la matrice d’inertie du solide dans ce cas se calcule comme la matrice d’inertie d

cylindre plein moins celui du cylindre retiré « I’évidement » réduit au point G;.

1) Donner les coordonnés du centre de masse du premier cylindre de masse m,, de rayon

r1=2d et de hauteur h dans le repere (G1 X, V,Z )

2) Donner les coordonnés du centre de masse du cylindre vide de masse m,, de rayon Lo_d
S

2

et de hauteur h, dans le repere (G1 X, ¥, 2)

3) En considérant que le cylindre évidé est un systeme discret, constitué d’un premier cylindre

de masse my, de rayon r1=2d et de hauteur h et d’un évidement c'est-a-dire un cylindre

vide de masse my, de rayon et de hauteur h, Donner dans le repere (G1 ,EJ;,E) la

_ 4
2

=
position du centre de gravit¢ du cylindre évidé en appliquant la

n —_—

Sformule 0G =$~ Zm[ oG ; M:Zn:mi .
i=1 i=i
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4) Déterminer la matrice centrale principale d’inertie du premier cylindre en G,

4, 0 0

relativement a la base (G,,%,7,%) [I(cylindrel)]G =10 4, O
0 0 C;|
'1(Gy.%.5.2)

B Calculer Cgy, nous exprimons 1’élément du volume du cylindre par: dv=r.

dr.df .dz
h
2
B Calculer A, en fonction de my, d eth Sachant que 2A4., =C,, +2 jzzdm
h

2

H Nous exprimons 1’élément du volume du cylindre par dv = 7.5’ .dz

5) Sachant que la matrice centrale principale d’inertie de |’évidement « cylindre vide »

A4, 00
en G, relativement a la base (G,,%,7,7) [I(cy,mdrez)]G =0 4, O
0 0 G (G27.7.7)
telque :
d> n’ d’
A. =m,(—+— et C, =m,.—
G, 2(16 12) G, >7g

Exprimer alors la matrice d’inertie ll(cyhnd,,ez)J en G; en utilisant le théoreme de

A

i8]

—

Sachantque G G, = d .x

o o

Huygens. [I (cyzmresz)]cl =10
0

=
)

(G,X,y.Z)
6) En deduire, dans la base (GI, X, )7,2) la matrice d’inertie principale et centrale
du cylindre évidé en G,.
A 0 0
[z (s)]G =[z (cylinrel)]G -z (cylinreZ)]Gl =0 4 0
0 0 C

1 1

(G,%,y,2)
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Correction

1) Détermination du centre de masse du premier cylindre (masse m, et de rayon ry

=2d) dans le repére ::GI,E ?,2 )]

Q
le centre de masse est G; = G, G4 (ﬂ)
0

2) Les coordonnées du centre de masse du cylindre vide dans le repere
{GI,E ?,ﬁ} , G, est le centre de masse avec G105 = dF

3) Soit G le centre de gravité du cylindre évidé

1 —_— —_—
Ona G.6= 27 (M2 616z — 1, GG

grad IMinl_%
L 6,6, = d¥
1

d'ou Gl m{mlﬁ— ?’Hqtfﬂ?}

m
= G?=—2d§

fr'ﬂ.._ —?’?l;
A4, 0 0
4) ona ['rﬁﬂ.;#.f#ﬂrﬁrfr‘.l 1]"3:1. =0 "'q'?:. 0
0 Cale zrs
Gomf  Geyh
) {eylindrs 1)
avec dim= &dv = drdrdddz
= CG:L -’FQGI*EE'RQFI'EIJ ridm= f{ayEincErelj[ rfdrdrdgdz
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wa Zm Foj2
C; =8 'f rd ci:rf :Eél‘f dz
- b ¢ -kl

1 2d hig
1
— €, — 8- (2d)* Inh
4
= €, = 96md*h

My My My
v, w(2d)?h  4ndih

d =

= (. =8— 2 md*h=2m,d?

dmedh
hi2 c hé
e
Zﬂgl=€gl+2f z"cfm=wl..;1=—*+f zi¢dm
-k f2 2 —hf2
k2 hé2
Avec f zidm = z38dv
—hf2 k2
Rz
—[ z2dmrids
—hfZ
k2
=c?'ﬁf'*’fj z4dz
~hj2
TR
:?ﬂ:'r:’[—zz]
1137 1 p
1 i
—_ 2 o e i 2
_ﬁﬁﬁa[ﬁgj ( z}]
_dmr? 20 dmofld
T3 8 12
My
Avec 1 =12d et §=‘]'ﬁ'{fgh
iz my; w(2d)*h®  myh?
" 2 Fogy — 1 -1
o f_mz T Ggdh T 12 12
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d'ou [F lgay&mfrel}]&.:_ =

5) enae GGy = di

P ﬂ?

F h?
B, =Bg, = Ag +myd® =m, (E+ﬁ)+ My d*

di

£
€; = Cg, +m,d? =ng+ myd? = ﬁchf"

D’ou:

(

[f 'icgrEmffrﬂl]El =

d?
E'f'

Q

Q

PIE
12

)

o

Q
1742

16-+

0

6) [ f‘-‘.ﬂ]su = [f.:ﬂygm@rﬂj] e, - [f{c}rﬁmfrﬂj]g,_

m, d? +

= |l =

L1

1,

12

PIE

2mqd?

ISET Nabeul

e xr2)

(e, F.2)

(6, XF.2)
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.mg (f—;-f- %) 0 (0 -
17d? R?
/ b ( 16 E) ¢
9

0 0 g?ﬂqu (.77

i+ 2+ ) 0
= 0 myd® + m%f — 11ty (lif + :_L—;

a 1]

L1

;
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0

., @ .
zmif‘{‘ - _m= f‘{‘ . ——
(6, XF.Z)
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