Mécanique Générale ISET Nabeul

PLAN DE LECON

DYNAMIQUE

«» Objectifs spécifigues:

A la fin de la séance I’étudiant doit étre capable de :
& Déterminer le torseur Dynamique d’un solide en mouvement par rapport a
un repere.
& Appliquer le principe fondamentale de la dynamique
& Déterminer 1’équation de mouvement d’un systéme
% Prérequis:
L’¢tudiant est supposé connaitre :
= Cinématique.
= Caractéristiques d’inertie d’un solide.
% Auditeurs:
Etudiants des I.S.E.T.
Profil : Génie Mécanique.
Option : Tronc commun.
Niveau : L1/S2.
< Durée: 6 séances de 1": 30

«»» Evaluation : - Formative au cours de la séance et TD N°7

- Sommative : Test d’évaluation.

< Matérielsdidactiques et méthodologie:

e Tableau
e M¢thode interrogative
e Polycopiés

e Transparents
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Chap.7: DYNAMIQUE

Le principe fondamental de la dynamique établit une relation entre le mouvement d'un ensemble
matériel et les actions mécaniques qui lui sont appliquées. || permet d' expliquer et de prévoir avec une
excellente précision les phénomenes mécaniques « classiques ».

A la fin de ce chapitre I’ éudiant doit étre capable de déterminer les ééments de réduction du torseur
dynamique d'un solide dans son mouvement en un point et savoir appliquer le principe fondamental de
la dynamique.

I. TORSEUR DYNAMIQUE :
1. Définitions:
Le torseur dynamique (ou le torseur des quantités d’accélération) de I’ensemble matériel (E) de
centre d’inertie (G ) dans son mouvement par rapport au repere R, en un point A quelconque est

le torseur suivant :

AE‘ AT(P/R)dm

f T'(P/R)dm
{D(E /R)}, = FE

+ _fﬂ EFEFfR}EENI est La résultante dynamique de E dans son mouvement par rapport a R

EEF(E;R}=I F(P/R)dm
Fag

+ _‘l';,r . EAPE"&_E"(PH‘ R)dm est le moment dynamique en A de E dans son mouvement par
rapport a R.
— "' — —
8, (E/R)= | AP ATIP/R)dm
AR
Remarque:

L’accélération dépend du repére de référence choisi et donc le torseur dynamique dépend également

du repére de référence choisi.
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2. Expression du torseur dynamique d' un systéme:

On sait que : m\T(G/R): L E\7(P/R)dm

L : dy/ - d\/
Dérivons les deux membres : m (dt V(G/ R))R— Le E(dt v (P/ R))Rdm
On obtient finalement m F(G /R) :L E1:'(P/ R)dm

Le torseur dynamique s’écrit donc

(DCE/R)), = {'f" ?Eﬂfﬁz}
A

84(E/R)

3. Relation entre le moment cinétique et le moment dynamique :

Plutét que de conduire un calcul direct du moment dynamique nécessitant la connaissance du
champs des accélérations, il est souvent plus simple de déduire le moment dynamique du moment
cinétique (le calcul des vitesses est toujours plus simple que celui des accélérations). C’est pourquoi
nous allons mettre en évidence la relation qui unit ces deux moments.

Le moment cinétique, en un point A quelconque, de I’ensemble matériel (E) dans son mouvement

par rapport au repere R, est par définition :

G.(E/E) = [, AP AV(P!R)dm
Dérivons les deux membres de cette égalité par rapport a t, dans R, en utilisant la relation (1).

= (BB = LEE [ (@ a7 (e/8)))_dm

[ [ﬁmv(wﬁj}] [Eﬁlf‘] AV (BLE) + AP&[GE v(&*,f&]]

Et

7], = 7], - [,

[ﬁﬁ]g = F(p/R) — F(A/R)

Alors :
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[%EE&FEP / 53}]3 = — V(A/R)AV(B/R) + ABAT (P/R)

Par conséquent :

[EE&(EHR}} = - f 7 (A/RV AV (P/R)cdhm + f ABAL (B/R)dm
dt & FaEg Fag
La premicére intégrale s’écrit :

-Fla/mn| ¥ (PiE)dm

FakE

Soit

—V(A/R)a mV (G/R)

La deuxiéme intégrale représente le moment dynamique fi; {(E/R)

En définitive, on obtient la relation suivante :

5,(E/R) = %Eﬂcﬂf&m + m V(4/R):V(6/R)

Remarque :

Cette relation est valable pour un point A et un ensemble matériel (E) quelconques. Par conséquent le

vecteur vitesse F(AER: est uniguement égal a I:%E;l
R

Cas particulier :

Distinguons deux cas particuliers ou le produit vectoriel de la relation précédente est nul.

4+ Premier cas: A est fixe dans R, alors :

4+ Deuxiéme cas: A est confondu avec G, alors

Bete/m) = [G7etEm)].

L Troisiémecas: Si ¥ (A/R) est paralléle AV(G/E) alors :
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T (E/R) = [EEAEMJL

dt

4. Changement de point d’ un moment d' un torseur dynamique:

35(E/R) = [ BPAT(P/Rlim=[ (BA+APJAT'(P/R)im

= [ BAAT (P/Ridm+-| APAT (P/RJdm
= BAA[ T(P/R)dm+[ APAT (P/Rim

Donc le torseur dynamique obéit aux mémes regles que les autres torseurs :

quelques soient les points A et B.

65(E/R)= 8,(E/R)+BAsmT(G/R)

5. Application : Disque roulant sur un plan incliné :

Déterminer le moment dynamique au point | (point de
contact) du cylindre plein (S) de rayon R dans sont
mouvement par rapport a repere R .

On sait que le moment d’inertie du cylindre par rapport a [

I’axe (G,E) est lezisr= Em R2

Réponse : J

Deux méthodes sont possibles : on peut passer du point G au point I au niveau du moment cinétique
ou au niveau du moment dynamique

1°® méthode :

. - 1 ST, )
On sait que o (P/ R)= 5 MR’ # z Déja déterminer au paravent

Les moments cinétiques ol (S/R) et S'G(S/ R) sont liés par la relation suivante :
01(§REco(FRHIGAMV (G/R)

V (G/R)=V (I € S/R)+Q(S/R) A IGEt puisque V (I € S/R)=0 (Condition de roulement sans
glissement au point I)

Q(S/R)AI1G =zARx=ORy

1IGAMV(G/R) = RkAMROY =mR’ 67

o (S/R)z%mRz 0z+R 0z = %mRzé?E
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Le moment dynamique 5 (S/ R) s’obtient a partir du moment cinétique ol (S/ R) par la relation

suivante :
SSRGS (SR +mV (/RN (G/R)

Comme cela a été signalé au paravent, le vecteur vitesse V (I/ R) est uniquement égal a

[E Ef:| . C’est donc le point géométrique de contact entre (S) et (2) qu’il faut considérer dans le
E

calcule, point qui n’appartient ni a (S) ni a (II).

Les point I et G ayant méme vecteur vitesse par rapport au repeére R (I’axe

(£.%) a un mouvement de translation par rapport & R) le produit vectoriel V (| / R)/\\7 (G/R) est

nul. Alors
(S/ R)= rd |( )) Finalement 5 (S/ R) 5 mR2 6z
2°™ méthode :

Le moment dynamique 5 (S/R) s’obtient a partir du moment cinétique oc(S/R) par la relation

suivante :

5(5R HGoelgR) - MR 62
Les moments dynamiques 5] (S/R) et 56 (S/R) sont liés par la relation :

5(SR) =6e(§RKIGANT (G/R)

Sachant que I'(G/R) = &E(G#R}]R = I:%R'éf’]g = R@T . Soit :

51 (S/R) = LR 62+ RXAMRY =2 mR* 67
2 2

Finalement O (S/R) - % 297
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6. Exercice 1 :

Une picce coudée (1) est en liaison pivot par

rapport au bati (0), et une tige (2) est en liaison

glissiere avec (1) comme I’indique la figure ci-

contre. Le mécanisme est plan. Les parametres du R

mouvement 0=(§<,l_j) et A=0G,U.

On demande de : | -
R X

1. Calculer 0(2/R)
2. Calculer 66:(2/R)
3. Donner I’équation de T'c.(2/R)

4. Calculer 60(2/R)

. PRINCIPE FONDAMENTAL DE LA DYNAMIQUE :

1. Enoncé:

Il existe au moins un repére R, appelé repére galiléen, et au moins

une chronologie galiléenne, tels que pour tout (E)

sous-ensemble matériel (€) d’un ensemble matériel (E), le torseur

v

dynamique de (e) dans son mouvement par rapport au repére R /

soit égale au torseur des actions mécaniques extérieures a(€).

Notons (&) I'extérieur de {a).

Leprincipe fondamental dela dynamique : {rrp}

2. Théoremes généraux de la dynamique:

En exprimant que les deux torseurs intervenant dans le principe fondamental ont méme résultante
générale et méme moment résultant en tout point, on obtient deux théorémes appelés théorémes
généraux de la dynamique.

Soient m la masse et G le centre d’inertie du sous-ensemble matériel (€) de ’ensemble matériel

(E) en mouvement par rapport au repére R . Posons, en un point A quelconque :
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_ (mP(e/ET
(D(e/R)3g = ﬂ{ 8. (a/R) }
et
i _ [Bta—=a)
{e(g—=a)}; = A{Eﬁ(;-} nj}

2.1 Théoréme de la résultante dynamique :

Pour tout sous-ensemble matériel (e) de I’ensemble matériel (E) en mouvement par rapport au
repére galiléen R, la résultante dynamique de (€) dans son mouvement par rapport au repére R est

égale a la résultante générale du torseur associé aux actions mécaniques extérieures 2 (€).

Soit
mI(G/R) = R(g = &)

2.2 Théoréme du moment dynamique :

Pour tout sous-ensemble matériel (€) de I’ensemble matériel (E) en mouvement par rapport au
repére galiléen R, le moment dynamique de (€) dans son mouvement par rapport au repére R est

égale au moment résultant du torseur associé aux actions mécaniques extérieures a (€).

ot S,(e/R)= My(e—e)VA

EXERCICE D’APPLICATION :

On considére un systéme constitué d'une tige (T) de
masse M de longueur L et d'un disque (D) de centre

C de masse 9xm de rayonL/3. La tige est articulée
au point O par une liaison pivot d'axe (0,2) et est
liée au disque par une liaison pivot en C d’axe

(C,E j Le disque est en contact permanent au point

| avec un solide (S) immobile.

On repére les mouvements du systéme par les parametres suivants :

RO(O,;Q),_);O,E ) le repére de référence lié a (S)
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Rl(o,il V.2 ) un repére mobile li¢ a (T),
RZ(C,;Q,S/’Z,E ) un repere mobile li¢ au disque (D),

tel que 49:(;«),;(1) :(90,91) et (p:(;(l,;(z) =(§1,§/2).

On supposera qu'il y a roulement sans glissementen | .
|- ETUDE DE LA TIGE

Soit G le centre de gravité de la tige (T ).

1) Calculez la vitesse de G

2) Donnez la matrice d'inertie de la tige (T ) au point G dans L .

3) Calculez le torseur cinétique de la tige au point G .

4) Calculez le torseur dynamique de la tige au point C.

5) Calculez I'énergie cinétique de la tige (T ).

6) Calculez 1'énergie potentielle de la tige (T ).

7) Ecrire les équations découlant du P.F.D pour la tige (T ).

I1- ETUDE DU DISQUE

8) Donnez la matrice d'inertie du disque (D) au point C dans b, .
9) Calculez le torseur cinétique du disque (D) au point C.

10) Calculez I'énergie cinétique du disque (D).

11) Calculez I'énergie potentielle du disque (D).

12) Calculez le torseur dynamique du disque (D) au point C.

13) Ecrire les équations découlant du P.F.D pour le disque (D).
14) Donner 1'équation de roulement sans glissement de (D) sur (S).

Correction :
[- Etude de la tige

1) Calculer la vitesse de G

7 (6 ER%)= 7(o Ei—m)—l—ﬁﬂ"fﬂ.;.jf&ﬁ

=0+ 6Zn=T;
P

P(G € (T/R) =2 6%

2)

L1 Page 91



Mécanique Générale

0 0 0
mﬂ
E@:=|" 7 °
ml
g Q E—m

3) Calcul du torseur cinétique de la tige (T) au point G dans b1

_ [mZ(T/R,)

O &

—s L. .
mVe(T/Rg) = mg‘?}i

5o (T/Ro) = J6(T,B((T/Ro)) = e (M)]s:. (A(T(T /R,)),,

0 0 0 -
mE? 0
mTR)=| 1T O (0)
mkL &/ p1
o o =
' ou r:rntﬁ:'t",fféa}—mg CF
ﬂ El 51
Eé 0
d'ow {C(T/ROEL =42
?’HLE
0 123 ]
mﬁEGfRaI}
4) (B(T/R)}. = | —
) (DT /Ry)} {ﬁawﬂal E

(G /Rg) = [% Ve r:mﬂ:[]

Ey

- o= [A(sem),

Ep

=5éﬁ+53( e—*)=--sﬂx1+f'

31
2}

ona G.(T/Ry) = (— 0e (T/Rg) [

Ry

L1
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'*‘H.LE

8o (T/R) = 8¢ (T/Ro) + mI(G/Ro) AGC

mL? L... L. L_,
ﬁ3£+m(_§3 % + 23} )ﬁ 5%1
— mf? mLE
Ainsi p:
— mL* .,
6c(T/Rg) = — G L
ml A
_ I 42
m% ¢ Q
= {EI{:T;’R&}}?* = 1 T# 0 2
mL? ..
5 0 & 3.1
5) Calcul de I'énergie cinétique de la tige (T)
ona 2Ee(T/Ry) = {C(T/Rg)Ye . {w(T/Rg)}e
Vo(T/Rg)|  [Q(T/R,)
— 2Ec(T/R }—{E@ ﬂ} . {_, 0
¢ G (T/Rg) e Ue(T/Rg) o
—d —
2Ec(T/Rg) = mVg (T/Rg)+ QT /Rq)
ra
—?TLCLE}_*'}:’-f-iH B 62
-omEF . mEF 4ml?
; ¥ B el — 2 z _ 2
d'ow ZEell fRy) g ] +24ﬁ' N &

ISET Nabeul

6) Calcul de I'énergie potentielle de la tige (T) on prendra comme origine des

énergies potentielles celle pour laquelle la tige est verticale

L L
Ep(T) = m.‘g(g— —cos & i

D’ou I’énergie potentielle de la pesanteur de la tige (I} est :

Ep(T) = ZF(L— Leos §)

. —_— Bg
7) PFD {D(T/Ro)I¢* = {ta(Faze = T},

L1
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e Isolonsla tige (I')
a) Bilan des actions mécaniques appliqués sur la tige
1- Le poids de (I : B, = mgT,
2- L’action mécanique due a (0) —(T) au point o

3- L’action mécanique due a (D) —(T) au point c

ISET Nabeul

e Les torseurs associés aux actions mécaniques en leurs points

d’application :

— k(Mg )7
XA ) ={g ﬂ}

/g

o Zor Lep}®
{50 = T)}° = j¥or Myr

Zar g

2 X‘ﬂ? F'ETERD
{TEED - T}};-D = Eﬂ?‘ Mﬂ?"
Ze O )

oT '

e Transfert des torseurs statiques au point C
1-{r, (R~ T} .
Mc(B) = M (R)+Td nR,

L
=0+ (-=T) AmgT;
&

1
= —E{:COBQTS -f-Si]]#ﬁ)ﬁmfﬁ;

=émgsinﬂf
&
mg 0 }R"
d-’ﬂu{‘i'jﬁ—r?‘)}:3= 0 I.D ,
0 —sinHJ
(.

2 - {500 = T}
on a -E":Eﬂ?‘j = ﬁoﬁ:ﬁﬂi“} + €0 A f_‘fﬂr

L1
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Lor —Lcos & Xor
= (Mﬂf) + (—Lﬁin 3 )f"s (Fag' )
i i Zor

Mgr+ LZgrcos @
—LYor cos & + L 8in @

d'ou {t,(0 » )}

d’ou ﬁﬁ-{ﬁﬂr} =

e Le torseur statique (T — T au point C et dans la bare b

(= D = (L = )] +{5.00 = T + {00 =~ T

R
ﬂtﬁg g D {Xﬂr Lor—=LZr8iné@ }R"
= L + YE}?’ Mgr + LZQT cos &
0 Emgsin & - bor Ligrsing@ — L¥prcos@/,
Xﬂ'&" F‘E?‘ %
+ {Ym" Mﬂ?‘}
Epr 0 ),

Tﬂ\g + Xﬂr + Xﬂg‘ Lag‘ - LZQT Bill 3 + .E.ing' RD
d'ow {t (T = T) }}f“‘ = { Yor + Yor Mor+ LZ,r cos@ + Mnr]
zﬂr + Zﬂr Mﬂr Sill g - Lyﬂr cog g e

Appliquons maintenant le PFD a iT )}/ Rg
(DT /RIE = (e (T = T X°

£ . mkL . y e
—:_?EP:’ cos & —I-?é"sin &) 0
avec {D(T/R)ie" = 1 — 0 cosf — ——@%sing (1
ML .
0 -—¢
% (3] 4 o

RFme—T) = mﬁﬂffﬁal}

FuE = {Eim—r» ) = 6.(D/Ry)
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(zo(T = T) ¢ projeté swr Ry = {D(T/Ro)lc projetésur Ry

RT-T.75 mg + Xor + Apr —CmTLEF? cos & + %Lé sin &) ml'(G/Bo)T
ﬁﬁi = T).7a Yor + Yor mTLEF cos @ — mTLE:"E sin & mﬁ{&fﬁo}ﬁ:
BT —T).% Zor + &pr 0 mi(6/Ro)zg
M. =).% | Lor— LZorsing@+LD; 0 3.ATfRo). T
ﬁa{:T = T).5 | Mor +LZgr cos @ + Mpr 0 E,_:[TER.;J Yo
MAT=T).%; | L¥grsin@— L¥prcos@ _ml g S.(T/Ry). 5o
]
II- Etude du Disque
8_
Oim fEN?
= ! 0
ra 0
LOL,=| o & o
4 3
0 0 Iy
A by
ml2
4
- 2
d'ou [faw.]]bz =10 mT
£
o o M

O-

(C(B/R,}, = {"mﬁ‘:w R“)}

do(D/Ry)

b

8.(D/Rg) =8.(T/Ry) = V(0 € T/Rg) + Q(T/R) A TC
=38+ 8z, ALY, = L8z,
F.(D/Rg) = Jo(D, B2/ 0)) = [L.(D)]y, . CAD/ RN,

L1
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mi? . |
d'ou 5,(D/Ro) = ——(6+@)%

0 0 =
9mLé 0
@' ou{C(D/ Ro)}ﬁl = m2

0 —@+¢)
2 e
10- calcul de I'énergie cinétique du disque (D)
By

Omd, {B{R.?}}R‘ {Eﬁiﬂf’ R.;J}
7. (D/Rg) ), NI (D/Ry)),

= 2Ee(D/Ry) = 9md.(D/Ry) + ((D/Ry).&.(D/Ry)

2Ee(D/Ry) = {

. .oy mER L
= Im(LOF)* + (0 +¢)5; . ——(0+@)E;

2Ee(D/Ry) = %m?é“ + %mﬂi‘ (8 + @)

11- calcul de I'énergie potentielle du disque (on prendra comme origine des

énergies potentielles celle pour laquelle la tige est verticale)

Ep(D)=9mg(L —Lcos@) = 9mgL{l—coa @)

12+ (D(D/Ro))e = { gg?‘gffff}

ona F(C/R,) = [% I»_:{B,IR,;.}]

By
- [— g_mm] = LT + LO(—6T))
dr 8,

= [(C/R,)=Lé7, - Le'%;
douw [(C/Ry)=Lé(cos@T, —sinTy) — L% (cos 8T, +sin@7;)
= [(C/Ry) = [~L8 sin @ — LE? cos 8] + (L§ cos § — L§% 6in §)77;
— d .
8¢ (D/Ry) = (5,5 [D/Ry])

Eg

P

L
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3ml?

- R
—9m(Lésin 8 — LE? cos 8) 0 T
Jomy =L e
d* oic {Biﬂfﬂo}}f°= Om(L&cos @ — LE“gin ) . t]"
0 T e+ @)
2 c

13- PFD {D(D/R)}5" = (ra(Fa = D) ),
e Isolons le disque (D)
a) Bilan des actions mécaniques appliquées sur le disque (D)
1- Le poids de (D) : F; = 9mgT,
2- L’action mécanique due a (T)— (D) au point C
3- L’action mécanique due a (S)—(D) au point I

e Les torseurs associés aux actions mécaniques en leurs points

d’application
9mg 0 fo
— R
1- {z.(F; = D) }G°=’ 0 a}
o 0
. o —Xpr —Lpr)"
2- {TE::IT -+ D) }go = {T:IZD i T} }ﬂﬂ = _Ef‘? _Mﬂ’r
_Zﬂr i:j d
R, Oyfe
3- (T.(S» D) e = {R;, a}
Qo 04
R _Nf ﬂ B
(t:(3— 1) r=11T 0
0 0

R; = —N,(cos8 %, +sin@ ;) + T, (—sin 8%, + cos 8 7g)

Transfert des torseurs statiques au points C

Ry
Frni

{t.(5 = D)
ona i, (E) = H,(B)~Ti A R
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Ecosﬁ' R.
MR} =a6+|L n(ﬁ:)

Esin ¢ 0
0
0
_ 0
Ecos @R, — %sin éR,
K. 0 e
R, o
d'ouw {T.(5= D) }E“‘ =4 1 L
0 —cos@R, —ZsinéR,
3 3 €

Le torseur statique (D — I¥) au point C dans la base &g

(D = D) J%° = (5,(F — D) |- + (5T — D) 2o+ (5,5 — D)}

Img 0y (—Xpr —Lpr)™®
=1 0 0 +y—hpr —Mpy
0 0/ _an" 0 c
R, 0 Ro
. R, 0
L L .
0 308 éR, — 3 sin @R, .
9mg+ R, — Xpr —or Re
— R,.-¥ -M,
d'ou {t,(D — D) ?F - yooar I WL
—Zpr ——cos @R, —-sinédR,
3 - 3 C

{t (D — ) }?” projeté sur Ky = (D(D/K,) }gu projeté dans Ry

D’ou on obtient le systeme d’équation suivant

(Gmg + R, — Xpr = —9m(LOsin 8+ L% cos §) (1
R, —Yir = 9m(lf cos# — LO? sin b} {2)
—Zpr =0 (3)

1 _Lr.r =0 f.:‘t}
_MEJ?‘ =0 ; ‘:53

=086 R, — 230 OR,, = o (6% ¢) (6)

L3 3 2
14- L’équation de roulement sans glissement de (D) sur (S) :

L1
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HIep/S)=0= §(FecD/R)—H(FcS/R,) =8
ona 8(I € DfR,) =8(C € D/R,) + Q(D/R,) A CE

= J(I € D/Ry) = L5 + (8 + @) A (%ﬂ}
d'ou §(f €D/Re)= LEF +3(8 + ¢)7
. L. .
= (L8 + (8 + 97
(I €S5/Ry) =8
d'oud(I€D/S)=8 = Lé+§(é‘r+ @)=0
Ly L
=(L+35)6=-%¢

= =

L1
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