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INSTITUT SUPERIEUR DES ETUDES TECHNOLOGIQUES DE NABEUL  

DEPARTEMENT DE GENIE MECANIQUE  
  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Exercice 1 : 
 
On considère un système ( S ) constitué d'un disque (D) de masse M  et d'une tige (T) de 

masse m . Le disque (D) tourne autour de l'axe ( )0,zO   et est repéré par angle de rotation θ . 

La tige (T) lié au disque au point A tourne autour de ( )0,zA  et est repérée par angle de rotation 

ϕ .  

Soient les repères: 








0000 ,,, zyxOR  le repère de référence lié au sol 








1111 ,,, zyxOR  le repère lié au disque(D) 








2222 ,,, zyxAR  le repère lié à la tige (T) 

avec =0z =1z 2z  

On note:  

( )10,xx=α ( )10,yy=  ; ( )21,xx=ϕ ( )21,yy=  

On pose: 

==ROA  constante , ==LAB  constante, mM 3=  et RL 2=  

a) Déterminer le torseur cinétique de (D) au point O  

b) Déterminer le torseur cinétique de (T) au point A  

c) En déduire le torseur cinétique de ( S ) au point O  

d) Déterminer l'énergie cinétique de ( S ) 

TRAVAUX DIRIGÉS DE MÉCANIQUE GÉNÉRALE 
 

  
 

Niveau : L1/S2 
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Exercice 2 (corrigé):  

 

 

 

Soit R0 (O, ݔ଴ሬሬሬሬሬԦ ,ݕԦ଴ , ݖԦ଴) un repère orthonormé direct supposé galiléen lié à un bâti fixe. 

Le système mécanique proposé (S), mobile dans R0 , est constitué de trois solides (1), (2) et (3) 

et ce de la façon suivante : 

 (1) est une tige rectiligne d’extrémité A et B, de longueur 3r, de masse négligeable. Le 

repère R1 (O, ݔଵሬሬሬሬሬԦ ,ݕԦଵ , ݖԦଵ)  orthonormé direct est lié rigidement à la tige. (1) subit un 

mouvement de rotation autour de l’axe (O,ݖԦ0). On note l’angle Ψ = (ݔԦ଴ , ݔԦଵ). La liaison 

rotoide entre la tige (1) et le bati (0) est supposée sans frottement. On a  ܱܣሬሬሬሬሬԦ = r ݔԦଵ, et ܱܤሬሬሬሬሬԦ 

= 2rݔԦଵ. 

 (2) est un disque homogène de masse m2 et de rayon 2r, en liaison rotoide d’axe 

(A,ݖԦ0) avec (1) . Le repère R2 (O, ݔଶሬሬሬሬሬԦ ,ݕԦଶ , ݖԦଶ) orthonormé direct est lié rigidement à (2). On 

note l’angle α = (ݔԦଶ , ݔԦଵ ). 

 (3) est une roue assimilée à un cerceau homogène de masse m3 et de rayon r, en 

liaison rotoide  d’axe (B,ݖԦ0) avec (1) , le repère R3 (B,  ݔଷሬሬሬሬሬԦ ,ݕԦଷ , ݖԦ଴) orthonormé direct est lié 
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à (3) . On note  l’angle β = (ݔԦଵ , ݔԦଷ). Les liaisons entre (2) et (1) et  entre (3) et (1) sont 

supposées sans frottement. 

On appelle I, le point de contact entre (2) et (3) et on suppose dans tout le problème que 

le glissement en I de (3) sur (2) est nul. Le pesanteur admet pour vecteur accélération, 

uniforme et constant Ԧ݃ = - gݕԦ଴ , 
Le repère de projection est R1 

1. Tracer le graphe de liaisons du système. Identifier les liaisons correspondantes. 

2. Déterminer les vecteurs rotations Ω(1/0)ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬԦ , Ω(2/1)ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬԦ, Ω(2/0)ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬԦ, Ω(3/1)ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬԦ et Ω(3/0)ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬԦ 

3. Déterminer les vecteurs vitesses suivants : ܸ(0/ܣሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬԦ) et ܸ(0/ܤሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬԦ) 

4. Déterminer la condition de roulement sans glissement de (2) sur (3) au point I. 

5. Trouver le moment d’inertie du disque et du cerceau respectivement par rapport à 

l’axe  (A, ݖԦ0 ) et (B, ݖሬሬԦ0). 

6. Déterminer , au point O , le torseur cinétique de S1 {2,3}/R0 . 

7. Déduire le torseur dynamique , au point O, de S1 = {2,3}/R0 . 

8. Déterminer le torseur statique de ܵ̅ sur S 

9. Appliquer le théorème du moment dynamique à (S)/R0, trouver une deuxième 

équation du mouvement 

10. Déterminer l’énergie cinétique  du système mécanique (S)/R0 
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Exercice 3 (corrigé ) : 

ETUDE DYNAMIQUE D’UNE CENTRIFUGEUSE HUMAINE 

Mise en situation : 
L’élargissement du domaine de vol des avions de combat modernes soumet les pilotes de 

chasse à des niveaux d’accélération de plus en plus élevés. L’accélération ressentie par le 

pilote est généralement exprimée en « équivalent pesanteur » noté G, avec 1 G = 9,81 m/s2 

figure 2. 

Dans le cadre de l’entraînement physiologique des pilotes, l’utilisation d’une centrifugeuse 

humaine est un moyen avantageux de recréer au niveau du sol, l’accélération subie en 

opération. Les figures 1 et 3 présentent une centrifugeuse où l’on reconnaît une structure 

cinématique ouverte à quatre corps (support, bras, anneau et nacelle) assemblés par liaison 

pivot. 
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Figure 3 : les constituants de la centrifugeuse humaine. 

La figure 4 représente le modèle de la centrifugeuse retenu pour l’étude cinématique et 
dynamique du système qui est constitué par : 

• un bras 1 de longueur 1.yROI
−= , en liaison pivot d’axe ),( 0zO


 par rapport au bâti 0. 

Sa position est paramétrée par l’angleψ avec ψ = ),( 10 xx = ),( 10 yy  et 10 zz
 = . 

• un anneau 2 en liaison pivot d’axe ),( 1xI


et de paramètre θ par rapport à l’axe ),( 1yI


 

lié au bras 1. θ est l’angle de roulis avec θ = ),( 21 yy = ),( 21 zz  et 21 xx = . 

• une nacelle 3 dans laquelle prend place le pilote, en liaison pivot d’axe ),( 2yI


 et de 

paramètre ϕ par rapport à l’axe ),( 2xI


 lié à l’anneau 2. ϕ est l’angle de tangage avec ϕ 

= ),( 32 xx = ),( 32 zz  et 32 yy = . 

L’actionneur de tangage est essentiellement dimensionné par les couples qu’il doit fournir 
durant les phases d’accélération du bras. La vitesse du bras sera considérée comme variable. 
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Figure 4 : modélisation de la centrifugeuse retenu pour l’étude cinématique et dynamique. 

• Soit ),,,( 0000 zyxOR  un repère absolu lié au bâti 0. 
• Soit ),,,( 1111 zyxOR  un repère mobile au bras  1. 

• Soit ),,,( 2222 zyxIR  un repère mobile lié à l’anneau 2. 
• Soit ),,,( 3333 zyxIR  un repère mobile lié à la nacelle 3. 

Approche cinématique 

1. Déterminer les vecteurs instantanés de rotation des mouvements relatifs ( )01 RRΩ , ( )12 RRΩ , et 

( )23 RRΩ . En déduire alors ( )03 RRΩ . 

2. Calculer le vecteur ( )03 RIV ∈  du point I dans le mouvement de 3 par rapport à 0.  

3. Calculer le vecteur accélération
 

( )03 RI ∈Γ  en projection dans la base ),,,( 1111 zyxOR . 

Approche dynamique 
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Soit ( )[ ]
),,,(

3

222
00

00

00

zyxI

I

A

B

A

I



=  la matrice d’inertie du solide 3 en I dans ),,,( 2222 zyxIR . 

Le solide 3 de masse m a son centre d’inertie en I. 

 Soit { }







=

3/2

3/2

3/2

)3/2(

Z

Y

X

G

I
τ   

),,,(3/2

3/2

222

0

zyxI
N

L









 le torseur des efforts de liaison entre 2 et 3 en I dans la base

),,,( 2222 zyxIR . 

 Soit { }







=

0

0

0

)3/( Imτ   

),,,(

23

222
0

0

zyxI

C









 avec C23 le couple suivant l’axe ),( 3yI


 fourni à la nacelle 3 par 

le moteur d’asservissement monté sur l’anneau 2, telle que 32323 .yCC =


 

 {߬(3/ݏ݁݌)}ூ =  ൝ 0 0݉݃ sin ߠ 0݉݃ cos ߠ 0ൡூ  

4. Calculer  la résultante cinétique ( )03 RRC  de la nacelle 3 dans son mouvement par 

rapport au bâti. 
5. Etant donné que I est le centre de gravité de la nacelle 3, calculer  son moment 

cinétique ( )03 RIσ  dans son mouvement par rapport au bâti.Exprimer dans R2 

6. Donner alors  le torseur cinétique 
( ){ }

IRC 03
en I de la nacelle  3 dans son mouvement par 

rapport au bâti. Les éléments de réduction du torseur seront exprimés dans
),,,( 2222 zyxIR . 

7.   Calculer  la résultante dynamique ( )03 RRd  de la nacelle 3 dans son mouvement par 

rapport au bâti. Exprimer dans R2 cette résultante 
8.    Etant donné que I est le centre de gravité de la nacelle 3, calculé  son moment 

dynamique ( )03 RIδ  dans son mouvement par rapport au bâti. 
 

9. Donner alors  le torseur dynamqie 
( ){ }

IRD 03
en I de la nacelle  3 dans son mouvement par 

rapport au bâti. Les éléments de réduction du torseur seront exprimés dans

),,,( 2222 zyxIR . 

10. Appliquer le principe fondamental de la dynamique au solide 3 dans son mouvement 

par rapport au bâti. Ecrire les équations en projection sur ),,,( 2222 zyxIR  et déterminer 

l’expression du couple moteur C23. 

Exercice 4  Corrigé): 



TD De Mécanique Générale ISET Nabeul 

L1 Page 97 
 

On considère une centrifugeuse d’entraînement physiologique des pilotes de chasse représenté 

par son schéma cinématique suivant : 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 Un moteur (non représenté) entraîne le solide S1 de masse m1 en rotation autour de son axe 

0z .   Un deuxième moteur (non représenté) entraîne le solide S2 de masse m2 (avec le pilote 

embarqué) en rotation autour de son axe 2z  

θ1 et θ2 étant deux paramètres de position angulaire des solides respectifs S1 et S2. 

        Pour l’étude suivante, on donne : 

)z  ,y ,x O, ( R 000o  repère lié au bati S0 . 

)z  ,y ,x O, ( R 1111  repère lié au solide S1 . 

)z  ,y ,x ,G ( R 22222  repère lié au solide S2 . 

 

1112  x . 
2

l
 OG          ;          x . l OG ==  

 

0z  

0x

G1 

O 

θ1 

θ2 

2x

1x  

21 z ; z  

G2 

S2 

S1 

S0 
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[ ] [ ] 22

2

2

2

z   ,y   ,x ,G2

1

1

1

z   ,y   ,x ,O 1 C A   

C00

0B0

 00A 

  )S( I           ;   

C00

0B0

 00A 

 )S( I
2222111

=















=
















=

 
 
On demande de : 
    

 1°/ Calculer la vitesse )R/S(V 01G1  et l’accélération ).R/S(Γ 011G  

 2°/ Ecrire le torseur cinétique ainsi que celui le torseur dynamique du solide S1 dans 

son mouvement par rapport à R0. 

 3°/ Calculer la vitesse )R/S(V 02G2  et l’accélération ).R/S(Γ 022G  

 4°/ Ecrire le torseur cinétique ainsi que celui le torseur dynamique du solide S2 dans 

son mouvement par rapport à R0. 
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CORRECTION 
Exercice 2 : 

1) Etablissement du graphe de liaisons du système et identification des liaisons 
 

Graphe de liaison Identification des liaisons 
 

          L2 
 

                 L1                                       L4          
 

                                   L3 

 
L1 : pivot d’axe (ܱ,  (ሬሬሬሬԦ݋ݖ
L2 : pivot d’axe (ܣ,  (ሬሬሬሬԦ݋ݖ
L3 : pivot d’axe (ܤ,  (ሬሬሬሬԦ݋ݖ
L4 : linéique rectiligne de direction(ܫ,  (ሬሬሬሬԦ݋ݖ
 
 
 

 
ሬሬԦࢹ   (2 ൬ ૚૚૙൰ = ̇ ࢸ   ૙ሬሬሬሬԦࢠ
ሬሬԦࢹ ൬૛૚൰ = ሬሬԦ(૛/૙)ࢹ ૙ሬሬሬሬԦࢠࢻ̇ −  = ሬሬԦ(૛/૚)ࢹ  + ሬሬԦ(૚/૙)ࢹ  = ൫− ̇ࢻ + ̇ ࢸ ൯ࢠ૙ሬሬሬሬԦ ࢹሬሬԦ(૜/૚) = ̇ࢠࢼ૙ሬሬሬሬԦ ߗሬԦ ቀଷ଴ቁ = (3/1) + ߗሬԦ(1/0) = ൫̇ߚ + ̇ ߖ  ൯ݖ଴ሬሬሬԦ 

3) ܸ ሬሬሬԦ(0/ܣ) =  ቀ ௗௗ௧ ቁ(ሬሬሬሬሬԦܣܱ)  ܴ଴ = ቀ ௗௗ௧ ቁ(ଵሬሬሬԦݔݎ−)  ܴ଴ = - ݕߖ̇ݎଵሬሬሬሬԦ ܸ ሬሬሬԦ(0/ܤ) =  ቀ ௗௗ௧ ቁ(ሬሬሬሬሬԦܤܱ)  ܴ଴ = ቀ ௗௗ௧  ଵሬሬሬሬԦݕߖቁ = 2ṙ(ଵሬሬሬԦݔݎ2) 

4) ሬܸԦ(ܫ ∈ 2/3) = ∋ Ԧ⇒ ሬܸԦ(I݋  2/10) − ሬܸԦ(ܫ ∈ 3/0) = 0ሬԦ ሬܸԦ(ܫ ∈ 2/0) = ሬܸԦ(ܣ ∈  2/0)   ሬԦ(2/0)Λ AIሬሬሬԦߗ +
= (-ṙݕߖଵሬሬሬሬԦ) + (- ̇ߙ +  (Ԧଵݔ2r) ଴ሬሬሬሬԦ Λݕ (ߖ̇

 VሬሬԦ (I ∈ 2/0) = ߖ̇) ଵሬሬሬሬԦ + 2rݕߖ̇ݎ−   ଵሬሬሬሬԦݕ (ߙ̇ −

 VሬሬԦ (I ∈ 2/0) = r(̇ߖ −  ଵሬሬሬሬԦݕ (ߙ2̇ 

 VሬሬԦ (I ∈ 3/0) = VሬሬԦ (B ∈ 3/0)  BIሬሬሬԦ ߉ሬሬሬԦ(3/0) ߗ +

 VሬሬԦ (I ∈ 3/0) = 2ṙݕߖଵሬሬሬሬԦ + ( ̇ +  ( ଵሬሬሬԦݔr-) ଴ሬሬሬԦ Λݖ (ߖ̇
 VሬሬԦ (I ∈ 3/0) = 2ṙݕߖଵሬሬሬሬԦ - r ( ̇ + ߖ) ଵሬሬሬሬԦ  = rݕ (ߖ̇ −̇  ̇  ଵሬሬሬሬԦݕ (

D’où : VሬሬԦ (I ∈ 2/0) −  VሬሬԦ (I ∈ 3/0) = 0ሬԦ  r (ߖ −̇ ߖ) r = (ߙ2̇ −̇  ̇ ) ↔ ૛̇ࢻ =   ̇    (première equation) 

 

0 1 

2 

3 
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஺,௓Ԧబܫ /5 = 2݉ଶ²ݎ 

ێێۏ =  ஺(ଶ)൧B2ܫൣ
௠మ(ଶ௥)²ସۍێ 0 00 ௠మ(ଶ௥)²ସ 00 0 ௠మ(ଶ௥)²ସ ۑۑے

ېۑ  2ܤ  

 

=቎݉ଶ²ݎ 0 00 ݉ଶ²ݎ 00 0 ݉ଶ²ݎ቏  2ܤ  

஺,௓Ԧబ(3)ܫ  = ݉ଷ²2ݎ  

ሾܫ஻(3)ሿB3 =ێێۏ
௠మ௥²ସۍێ 0 00 ௠య௥²ସ 00 0 ௠య௥²ସ ۑۑے

ېۑ  3ܤ  

 

6) Le torseur cinétique de S1 = {2,3}/Ro au point ܱ ൛ݏ)ܥଵ/଴ൟை = ൛2)ܥ /଴ൟை + ൛3)ܥ/଴ൟை
 

Remarque : 

Si E = ∑ ܵ݅௡௜ୀଵ ∑ =  A{(݋ܴ/ܧ)ܥ}  ௡௜{(଴ܴ/݅ݏ)ܥ} A 

MVሬሬԦ(G/RO) = ∑ ௜ܯ ሬܸԦ(ீ௜ோ௢)௡௜ୀଵ  

 σሬሬԦ୅ ቀ ୉ୖ଴ቁ =  ∑ σሬሬԦ୅(si /Ro)௡௜ୀଵ  

ை= ቊmଶV ሬሬሬԦ(A/0){(2/0)ܥ}  σሬሬԦ୅ሬሬሬሬԦ(2/0)  ቋை 
݉ଶ ሬܸԦ(ܣ/ܱ) =  −݉ଶݕ ߖ̇ ݎଵሬሬሬሬԦ ߪԦை(2/0) = Ԧ஺(2/0)ߪ  + ݉ଶ ሬܸԦ(ܣ/ܱ)˄ܱܣሬሬሬሬሬԦ σሬሬԦ୅(2/0) =  ሾܫଶ(2)ሿB2  . ൣߗሬԦ(2/0)൧ B2 

= ቎݉ଶ²ݎ 0 00 ݉ଶ²ݎ 00 0 ݉ଶ²ݎ቏ ଶܤ   ൭  ൱ߖ̇ +̇∝−00

⇒σሬሬԦ୅(2/0) = ݉ଶߖ̇) ²ݎ −  ଴ሬሬሬԦݖ (ߙ̇ 
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݉ଶ ሬܸԦ(A/0)˄ ܱܣሬሬሬሬሬԦ  =  −݉ଶݕߖ̇ݎଵሬሬሬሬԦ Ʌ rݔଵሬሬሬԦ = ݉ଶݖߖ²̇ݎ଴ሬሬሬԦ D’où σሬሬԦ୓(2/0) =  2݉ଶߙ̇−)²ݎ + ଴ሬሬሬԦ σሬሬԦ୓(2/0)ݖ ߖ̇ ²ݎ଴ሬሬሬԦ + ݉ଶݖ (ߖ̇  =  ݉ଶߖ3̇)²ݎ − 2   ଴ሬሬሬԦݖ (̇∝
D’où {2/20ܥ)} ܱܴ1  =൥ 0−݉ଶ0ߖ̇ݎ 00݉ଶߖ3̇) ²ݎ − ൩̇(ߙ2  ܴܱଵ 
଴{(଴ܴ/3)ܥ} =  ቊ݉ଷ ሬܸԦ(ܤ/ܴ଴)ߪԦை(3/ܴ଴) ቋ ݉ଷ ሬܸԦ(ܤ/ܴ଴) = 2m3 ṙݕߖଵሬሬሬሬԦ σሬሬԦ୓(3/Ro) = σሬሬԦ୆(3/Ro) + m3 ሬܸԦ(B/RO) Λ ܱܤሬሬሬሬሬԦ σሬሬԦ୆(3/Ro) =  ሾI୆(3)ሿB3  . ((3/0)ߗ) B3 

 

ێێۏ =
௠య௥²ସۍێ 0 00 ௠య௥²ସ 00 0 ௠య௥²ସ ۑۑے

ېۑ ଷܤ   ൭ 00−̇ + ൱ߖ̇   ଷܤ  

 

ߪԦ஻(3/ܴ݋)  = ௠య௥²ଶ ߖ̇)  + ̇) ݖ଴ሬሬሬԦ m3 ሬܸԦ(B/RO) Λ ܱܤሬሬሬሬሬԦ = 2m3 ṙݕߖଵሬሬሬሬԦ  Λ (-2rݔԦଵ) = 4m3r²̇ݖߖ଴ሬሬሬԦ 
 

ߪԦ஻(3/ܴ݋)  = ௠య௥²ଶ ߖ̇)  + ̇) ݖ଴ሬሬሬԦ + 4 m3 r² ̇ݖߖ଴ሬሬሬԦ 
                                    = 

௠య௥²ଶ ߖ9̇)  + ̇) ݖ଴ሬሬሬԦ 

 

D’où : 

{(݋ܴ/3)ܥ}  ܱ, ܴଵ = ቐ 0 02݉ଷߖ̇ݎ 00 ௠య௥మଶ ߖ9̇) +  ̇ቑ   ܱ, ܴଵ 

 

D’où : 

 

)ܥ} ଵܵ/ܴ݋)}  =   ቐ 0 02݉ଷߖ̇ݎ −  ݉ଶߖ̇ݎ 00 ݉ଶ²ݎ ൫3̇ߖ − ൯ߙ2̇  +  ௠య௥మଶ ߖ9̇) + ̇ ቑ  ܱ, ܴଵ 
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= ൞ 0 ଷ݉ 2)ߖ̇ݎ0 −  ݉ଶ) 00 ݉ଶ²ݎ ൫3̇ߖ − ൯ߙ2̇  +  ௠య௥మଶ ߖ9̇) +  ̇ ൢ ߐܴ
ଵ 

 

07) Le torseur dynamique, au point ߐ, de S1 = {2,3}/RO 

Remarque : 

Pour E =  ∑ ௜ܵ௡௜ୀଵ ∑ =  A{(݋ܴ/ܧ)ܦ}  ௡௜ୀଵ{(ܱܴ/݅ݏ)ܦ} A 

൝ MΓԦ ቀ ୋୖ୓ቁδሬԦ୅(E/R୓)ൡA   ቊ∑ ∑௡௜ୀଵܱܴ/݅ܩ)Ԧ߁݅ܯ δሬԦ୅(ܵ݅/ܴܱ௡௜ୀଵ ) ቋ 

{D (S1/Ro}O  = {D(2/RO)}O  + {D(3/RO)}O   {D(2/RO)}O  = ቊmଶΓ ሬሬԦ(A/RO) Ԧை(2/ܴை)ߜ   ቋ ܱ 
 

m2Γ ሬሬԦ(A/RO) = m2 (
ୢୢ୲  VሬሬԦ(A/RO))RO 

= m2 (
ୢୢ୲  (−rΨ̇yଵሬሬሬԦ)RO 

= - m2rߖሷ yଵሬሬሬԦ -  m2rΨ̇ (-̇ݔߖԦଵ) 

= - m2rߖሷ yଵሬሬሬԦ +  m2rΨ̇² ݔԦଵ = rmଶ(²̇ߖ Ԧଵݔ − ሷߖ  yଵሬሬሬԦ ) 

 δሬԦ୓(2/Ro) = (
ୢୢ୲  σሬሬԦ୓(2/Ro) Ro + mଶVሬሬԦ(O/RO) Λ ሬܸԦ(A/RO) 

= (
ୢୢ୲ σሬሬԦ୓ ቀ ଶୖ୓ቁ) Ro 

= mଶr² (3ߖሷ − ሷߙ2  ) y଴ሬሬሬԦ 

D’où {D (2/RO)} ϴRଵ = = ൞ ݉ଶ²̇ߖݎ 0−݉ଶߖݎሷ 00 ݉ଶ²ݎ ൫3̇ߖ − ൯ൢߙ2̇   ଵܴ ߐ

{D (3/RO)}  O, Rଵ =  ൝ ݉ଷ߁Ԧ( ஻ோை) Ԧை (3/ܴܱ)ߜ   ൡ  ܱ  

 ݉ଷ߁Ԧ(ܤ/ܴܱ) = m3 (
ୢୢ୲ V ሬሬሬԦ(B/RO)RO = m3 (

ୢୢ୲ (2rΨ̇yሬԦଵ)RO = 2rm3 (ߖሷ yଵሬሬሬԦ −  Ψ̇²ݔԦଵ) σ୭ሬሬሬሬԦ (3/RO) = ( ୢୢ୲  σ଴ሬሬሬሬԦ(3/RO) RO + m3VሬሬԦ(O/Ro) Λ VሬሬԦ (B/RO) 
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= ( ୢୢ୲ σ଴ሬሬሬሬԦ(3/RO) RO 

= (
ୢୢ୲ (୫య୰² ଶ  (9Ψ̇ +  ̇)zԦ଴)Ro 

= 
୫య୰² ଶ  (9Ψሷ +  ሷ )zԦ଴ 

D’où  

{D (3/RO} ORଵ  = ൞−2rmଷψ̇ଶ 02rmଷΨ ሷ 00 ୫య୰²ଶ  (9Ψሷ +  )ሷ ൢ  ܴܱଵ 

{D (S1/RO} ORଵ  = ൞ rΨ̇²(mଶ − 2mଷ) 0rΨሷ (−mଶ + 2mଷ) 00 ୫య୰²ଶ  (9Ψሷ +  )ሷ +  mଶrଶ(3Ψሷ −  2αሷ )ൢ  ܴܱଵ 

D’où  {D (S1/RO} ORଵ  = 

൞ rΨ̇ଶ(mଶ − 2mଷ)usΨ − rΨሷ (2mଷ − mଶ)sinΨ 0rΨ̇ଶ(mଶ − 2mଷ)sinΨ − rΨሷ (2mଷ − mଶ)cosΨ 00 ୫య୰²ଶ  ൫9Ψሷ + ሷ ൯ +  mଶr² (3Ψሷ − 2α)ሷ ൢ O R଴ 

 

8) Le torseur statique de ܁ sur S 

 bilan des actions mécaniques appliquées sur S 

 Le poids de (2) tel que PଶሬሬሬԦ = -mଶ g yሬԦ଴ 

 Le poids de (3) tel que PଷሬሬሬԦ = -mଷ g yሬԦ଴ 

 L’action mécanique due à (0) – (S) 

, ൛PଶሬሬሬԦ = ܁  PଷሬሬሬԦ, 0 ൟ 

 

• Torseurs associés aux actions mécaniques en leur point d’application. 

• ൛τୱ (PଶሬሬሬԦ → S)ൟ ,ܣ  ܴ଴  = ൝ 0 0−mଶg 00 0ൡ ,ܣ   ܴ଴ 

• ൛τୱ (PଷሬሬሬԦ → S)ൟ ,ܤ  ܴ଴ = ൝ 0 0−mଷg 00 0ൡ  B, R଴ 

• {τୱ (0 → S)}୓,ோబ  = ൝X LY MZ 0 ൡ R଴ O, R଴  
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- Torseur statique (S  → S) au point O et dans la base B. ൛τୱ (PଶሬሬሬԦ → S)ൟ ܣ  → ܱ    

 M଴(PଶሬሬሬԦ) = MሬሬሬԦ୅(PଶሬሬሬԦ) + PଶሬሬሬԦ Λ AOሬሬԦ  = OሬሬԦ + (-mଶgyሬԦ଴) Λ rݔԦଵ                                                       = (−mଶgyሬԦ଴) Λ r (cos ΨxሬԦ଴ +  sinΨyሬԦ଴) 

                                                = rmଶg cosΨ zሬሬԦ଴) 

 

D’où : 

• ൛τሬԦହ (PଷሬሬሬԦ → S)ൟ ܴ଴ܤ → ൝ =  ߐ 0 0−mଶg 00 r mଶg cosΨൡ R଴ B  

 

• ൛τሬԦହ (PଷሬሬሬԦ → S)ൟ ܴ଴ܤ →  ߐ

 M୓ሬሬሬሬሬሬԦ (PଷሬሬሬԦ) = M୆ሬሬሬሬሬԦ (PଷሬሬሬԦ) + PଷሬሬሬԦ Λ BOሬሬሬሬሬԦ 

 

= OሬሬԦ + -mଷg y଴ሬሬሬԦ Λ (-2rݔԦଵ) 

= −mଷg y଴ሬሬሬԦ (-2r (cos ΨxoሬሬሬሬԦ + sin Ψ y଴ሬሬሬԦ )) 
= -2r mଷg cosΨz଴ሬሬሬԦ 

 

• D’où ൛τሬԦହ (PଷሬሬሬԦ → S)ൟܴ଴ߐ   = ൝ 0 0−mଷg 00 2rmଷg cos Ψൡ R଴
ϴ

 

 

• D’où : ൛τሬԦୱ (S → S)ൟ  ܱ, ܴ଴ = ൝ X Ly − mଶg − mଷg MZ rmଶg cos Ψ − 2rmଷgcosΨൡ  O, R଴ 

 

 

9) application du PFD à (S)/R0 ൛τୱ (S → S)ൟ  0, ܴ଴  = {D(S/Ro)}  0, ܴ଴ = {D(S1/Ro)}  0, ܴ଴ 

 

Car la masse de la tige (1) est négligeable ainsi on obtient un système de 6 équations. 



TD De Mécanique Générale ISET Nabeul 

L1 Page 105 
 

 

X = rΨ̇² (mଶ −  2mଷ) cos Ψ − rΨሷ (2mଷ −  mଶ)sinΨ.    (1) 

Y =  -mଶg - mଷg = ṙ²ߖ (mଶ −  2mଷ) sinΨ + rΨሷ  (2mଷ − mଶ) cos Ψ    (2) 

Z = 0  (3) 

L = 0  (4) 

M = 0  (5) 

  ୫య୰²ଶ ሷߖ9)   + ሷ ) + mଶr² (3ߖሷ − ሷߙ2  ) = r mଶg cos Ψ – 2r mଷg cos Ψ  (6) 

 

L’équation du mouvement est l’équation ne continuant pas d’inconnues statiques : 

 
୫య୰²ଶ ሷߖ9)    + ሷ ) + mଶr² (3Ψሷ −  2αሷ ) = (mଶ - 2mଷ) rgcosΨ. 

 

10) Détermination de l’énergie cinétique du système mécanique (S)/R଴ 

Remarque : S = {1 … … … . n} 

 ૛࡯ࡱ(ࡾ/ࡿ૙) =  ∑ ({ठ (࢕ࡾ/࢏ࡿ)}࢏࢔ୀ૚ ࡮࢏࡭ ࡮࢏࡭{(࢕ࡾ/࢏࢙) ࡯}  ஼(ܵ/ܴ଴)ܧ  = ஼(2/ܴ଴)ܧ  + ஼(2/ܴ଴)ܧ ஼(3/ܴ଴)ܧ =  ଵଶ {ܸ  (2/ܴܱ} {(ܱܴ/2) ܥ} 1ܤܣ  1ܤܣ

 

                       = ଵଶ ൝ 0 00 −r(−α̇ + Ψ)̇ 0 Ψ̇ൡ ቐ   1ܤ ܣ 0 0−mଶrΨ̇ 00 mଶr²(−α̇ +  Ψ)̇ ቑ  ଵܤ ܣ

 

= 
ଵଶ 2mଶr²(−α̇ +  Ψ)̇ ² + 

୫మଶ  r²Ψ̇² 

= mଶr²(−α̇ +  Ψ)̇ ² + 
୫మଶ  r²Ψ̇² 

= 
୫మଶ  r² ቂ2 ൫Ψ̇ − α̇൯ଶ +  Ψ̇²ቃ 

 

Ec (3/RO) = 
ଵଶ {ܸ  (3/ܴܱ} . 1ܤܣ {(ܱܴ/3) ܥ}  1ܤܤ
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=  
ଵଶ ൝ 0 00 2r(̇ +  Ψ)̇ 0 Ψ̇ൡ ቐ   1ܤ ܤ 0 02mଷrΨ̇ 00 ୫యଶ  r²( Ψ̇ + ̇ቑ  ଵܤ ܤ

  

Ec (3/RO) = 
ଵସ mଷr² (̇ + Ψ̇)² + 2mଷr²Ψ̇² =  ୫య୰²ସ  ቂ൫̇ +  Ψ̇൯ଶ +  8Ψ̇ቃ 

D’où EC (S/RO) = 
୫మ୰²ଶ   ቂ2൫Ψ̇ − α̇൯ଶ + Ψ²̇ ቃ + 

୫య୰²ସ   ቂ൫̇ + Ψ̇൯ଶ +  8Ψ²̇ ቃ 
 

൛τሬԦୱ (S → D)ൟܴଵܫ   = ൝−NI 0TI 00 0ൡ ܴଵܫ  

 

Transfert des torseurs statiques au point C 

 {τୱ (S → D)} ܴଵܫ → ܿ 

 

On a MCሬሬሬሬሬሬԦ (RሬሬԦ) = M୍ሬሬሬሬԦ (RሬሬԦ) + CIሬሬሬԦ Λ RሬሬԦ  

 

= OሬሬԦ + ൭300/ܮ ൱ Λ ൭−NITI0 ൱ = ൭  3൱ܮ/ܫ00ܶ

On a RIሬሬሬԦ = -NଵݔଵሬሬሬԦ + T୍ yଵሬሬሬԦ = -N୍ (cos θ xሬԦ଴ +  sinθ yሬԦ୓) + T୧(cos θ yሬԦ୓ − sin θ xሬԦ୓) 

 

D’où :  
{τs (S → D)}ܴ௢ܿ  = ቐ(−N୍ cosO − T୍  sinθ) 0(−N୍ cosO − T୍  cosθ) 00 T୍ L/3ቑ 

 

Le torseur statique (ܦ →  au point C et dans la base ܾ଴(ܦ

 ൛τୱ (ܦ → ) ൟܴ௢ܿ  = ൛τୱ(ܦ ଶܲሬሬሬሬԦ → ܶ) ൟܴ௢ܿ + {τୱ(ܦ → ܵ) ௢ܿ + {τୱܴ{(ܦ → ௢ܿ =൝9݉݃00ܴ{(ܦ อ000ൡ஼  
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+ ൝−ܺܶܦ ܶܦܻ−ܶܦܮ− ܶܦܼ−ܶܦܯ− 0 ൡ ܫܰ−)ቌ +  ܥ   cos ߐ − ܫܶ sin (ߐ ܫܰ−)0 cos ߐ − ܫܶ sin (ߐ 00 3ቍ/ܮ ܫܶ  c  

 

D’où  

൛τሬԦୱ (D → D)ൟܴ௢ܿ  = ൝9mg − XDT − NI cosθ − TI sinθ − LDT 0−YDT − NI sin θ + TI cos θ −MDT−ZDT T୍ L/3 ൡ ܥܱ ܴ  

 ൛τሬԦୱ (D → D)ൟܴ௢ܿ  = {D (D/RO)}ROC  

 

D’où on obtient le système d’équations suivants : 

- 9mg – XDT – NI cosθ + TI sin θ = -9m (Lθሷ sin θ + L̇ߠଶcos θ) 
- YDT – NIsinθ  + Ti cos θ = 9m (Lθሷ cos θ + L̇ߠଶ sin θ) 

- ZDT = 0 

- LDT = 0 

- MDT = 0 

- TI L/3 = ୫୐²ଶ ሷߐ)   + ሷ߮ ) 

14) L’équation de roulement sans glissement de (D) sur (S) ⋁  ሬሬሬሬԦ(I∈ (ܵ/ܦ =  0ሬԦ  VሬሬԦ(I ∈ D/RO) - VሬሬԦ(I ∈ D/RO) = 0ሬԦ ݊݋ ܽ VሬሬԦ(I ∈ D/RO) = L θ̇ yଵሬሬሬԦ + (θ̇ + Ԧܿ ) zଵሬሬሬԦ Λ (L/3 ݔଵሬሬሬԦ) ݀ᇱݑ݋ VሬሬሬԦ(I ∈ D/RO) = (L θ̇ + L/3 (θ̇ + ߮̇ ) yଵሬሬሬԦ VሬሬԦ(I ∈ D/RO) = 0ሬԦ 

D’où VሬሬԦ(I ∈ D/S) = 0ሬԦ  L θ̇ + 
୐ଷ (θ̇ + ߮̇) = 0  4 ̇ߠ + ߮̇ = 0 

 

  
 
 
 
 
 
 
 



TD De Mécanique Générale ISET Nabeul 

L1 Page 108 
 

Exercice 3 : 
 

1) ΩሬሬԦ(ܴଵ/ܴ଴) = ௢ሬሬሬԦݖ̇߰ = ଵሬሬሬԦ ΩሬሬԦ(ܴଶ/ܴଵ)ݖ̇߰ = ଵሬሬሬԦݔߠ̇ = ଶሬሬሬሬԦ ΩሬሬԦ(ܴଷ/ܴଶ)ݔߠ̇ = ଶሬሬሬሬԦݕ̇߮ =  ଷሬሬሬሬԦݕ̇߮
D’où  ΩሬሬԦ(ܴଶ/ܴ଴) = ΩሬሬԦ(ܴଶ/ܴଵ) + ΩሬሬԦ(ܴଵ/ܴ଴) = ௢ሬሬሬԦݖ̇߰ + ଵሬሬሬԦ ΩሬሬԦ(ܴଷ/ܴ଴)ݔߠ̇ = ΩሬሬԦ(ܴଷ/ܴଶ) + ΩሬሬԦ(ܴଶ/ܴ଴) = ଶሬሬሬሬԦݕ̇߮  + ௢ሬሬሬԦݖ̇߰ +   ଵሬሬሬԦݔߠ̇
2) ሬܸԦ(ܫ ∈ 3/ܴ଴) =  ቀ ௗௗ௧  ሬሬሬሬԦቁோబܫܱ

                         = ( ݐ݀݀  ோబ((ଵሬሬሬሬԦݕܴ−)

                              = ݐଵሬሬሬሬԦ݀ݕ݀)ܴ− )ோబ = ݐଵሬሬሬሬԦ݀ݕ݀)ܴ− )ோభ + ΩሬሬԦ(ܴଵ/ܴ଴) ∧ =                              ଵሬሬሬሬԦݕ −ܴ( ሬܱԦ + ଵሬሬሬԦݖ̇߰ ∧ ଵ)ሬሬሬሬሬሬԦݕ =   ଵሬሬሬԦݔܴ̇߰
D’où    

 

3) ΓԦ(ܫ ∈ 3/ܴ଴) = ( ௗௗ௧ ሬܸԦ(ܫ ∈ 3/ܴ଴)ோబ 

                             = ൭ ݐ݀݀ ൫ܴ߰̇ݔԦ൯൱ோబ 

                           = ܴ ሷ߰ ଵሬሬሬԦݔ + ܴ߰̇ ቆ݀ݔଵሬሬሬԦ݀ݐ ቇோబ 

   ΓԦ(ܫ ∈ 3/ܴ଴)     = ܴ ሷ߰ ଵሬሬሬԦݔ + ܴ߰̇ଶݕଵሬሬሬሬԦ ݀ᇱݑ݋   
 

Etude dynamique  

4) ܴܿሬሬሬሬԦ(3/ܴ଴) = ݉ሬܸԦ(ܫ/ܴ଴) 

ሬܸԦ(ܫ ∈ 3/ܴ଴) =  ଵሬሬሬԦݔܴ̇߰ 

ΓԦ(ܫ ∈ 3/ܴ଴)  = ܴ ሷ߰ݔଵሬሬሬԦ + ܴ߰̇  ଵሬሬሬሬሬԦݕ

ܴܿሬሬሬሬԦ(3/ܴ଴) =  ଶሬሬሬሬԦݔܴ̇߰
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ଵሬሬሬԦݔ = ଶሬሬሬሬԦݔ ⇒  Tapez une équation ici. 
(଴ܴ/3)ܫԦߪ  (5 = ሾ(3)ܫሿ(ூ,௫మሬሬሬሬԦ,௬మሬሬሬሬԦ,௭మሬሬሬሬԦ)(ΩሬሬԦ(3/ܴ଴))(௫మሬሬሬሬԦ,௬మሬሬሬሬԦ,௭మሬሬሬሬԦ)            ܽܿ݁ݒ ∶  ΩሬሬԦ(3/ܴ଴) = ଶሬሬሬሬԦݕ̇߮ + ଴ሬሬሬԦݖ̇߰ + =                                                       ଵሬሬሬԦݔߠ̇ ଶሬሬሬሬԦݕ̇߮ + ଵሬሬሬԦݖ̇߰ + ଵሬሬሬԦݖ       ܿ݁ݒܽ ଶሬሬሬሬԦݔߠ̇ = cos ߠ ଶሬሬሬԦݖ + sin ߠ ΩሬሬԦ(3/ܴ଴)   ݑ݋ଶሬሬሬሬԦ ݀ᇱݕ = ଶሬሬሬሬԦݕ̇߮ + ߰̇(cos ߠ ଶሬሬሬԦݖ + sin ߠ (ଶሬሬሬሬԦݕ + ⇒ ଶሬሬሬሬԦݔߠ̇   ΩሬሬԦ(3/ܴ଴) = ̇߮)ଶሬሬሬሬԦݔߠ̇ + ߰̇ sın ̇(ߠ ଶሬሬሬሬԦݕ + ߰̇ cos ߠ  ଶሬሬሬԦݖ
Ԧூ(ଷ/ோబ)ୀߪ ൥ܣ 0 00 ܤ 00 0 ൩ܣ ቌ ߮̇߮̇ + ߰̇ sın ̇߰̇ߠ cos ߠ ቍ

= ଶሬሬሬሬԦݔߠ̇ܣ + ̇߮)ܤ + ߰̇ sin (ߠ ଶሬሬሬሬԦݕ + ̇߰ܣ cos ߠ  ଶሬሬሬԦݖ
 

 

ூ{(௢ܴ/3)ܥ} (6 = ቐܴ݉߰̇                             ܤ             0ߠ̇ܣ(߮̇ + ߰̇ sin ̇߰ܣ                          0(ߠ cos  ቑ(ூ,௫మሬሬሬሬԦ,௬మሬሬሬሬԦ,௭మሬሬሬሬԦ)ߠ
7) ܴ݀ሬሬሬሬሬԦ(ଷ/ோబ) = ݉ΓԦ(ܫ ∈ 3/ܴ଴)                       = ݉(ܴ ሷ߰ݔଵሬሬሬԦ + ܴ߰̇ଶݕଵሬሬሬሬԦ) ⟹ ܴ݀ሬሬሬሬሬԦ(ଷ/ோబ) = ܴ݉ ሷ߰ݔଵሬሬሬԦ + ܴ݉߰̇ଶݕଵሬሬሬሬԦ 

Avec : ݔଵሬሬሬԦ = ଵሬሬሬሬԦݕ ଶሬሬሬሬԦݔ = cos ߠ ଶሬሬሬሬԦݕ − sin ߠ ⟹ ଶሬሬሬԦݖ ܴ݀ሬሬሬሬሬԦ(ଷ/ோబ) = ܴ݉ ሷ߰ݔଵሬሬሬԦ + ܴ݉߰̇ଶ(cos ߠ ଶሬሬሬሬԦݕ − sin ߠ    ⟹ (ଶሬሬሬԦݖ

 

ଶሬሬሬሬԦݔߠ̇ܣԦூ(ଷ/ோబ)ୀߪ + ̇߮)ܤ + ߰̇ sin (ߠ ଶሬሬሬሬԦݕ + ̇߰ܣ cos ߠ  ଶሬሬሬԦݖ

ܴ݀ሬሬሬሬሬԦ(ଷ/ோబ) = ܴ݉ ሷ߰ݔଵሬሬሬԦ + ܴ݉߰̇ଶ cos ߠ ଶሬሬሬሬԦݕ − ܴ݉߰̇ଶ sin ߠ  ଶሬሬሬԦݖ
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(଴ܴ/3)ܫԦߜ (8 = ( ௗௗ௧  ோబ((଴ܴ/3)ܫԦߪ

(଴ܴ/3)ܫԦߜ            = ( ݐ݀݀ ଶሬሬሬሬԦݔߠ̇ܣ) + ൫߮̇ܤ + ߰̇ sin (ߠ ଶሬሬሬሬԦݕ + ̇߰ܣ cos ߠ  ଶሬሬሬԦ൯)ோబݖ

D’où   ߜԦܫ(3/ܴ଴) = ଶሬሬሬሬԦݔሷߠܣ + ݐଶሬሬሬሬԦ݀ݔ݀)ߠ̇ܣ )ோబ + ൫ܤ ሷ߮ + ሷ߰ sin ߠ + ̇߰ߠ̇ cos ଶሬሬሬሬԦݕ൯ߠ
+ ൫߮̇ܤ + ߰̇ sin ൯ߠ ݐଶሬሬሬሬԦ݀ݕ݀ )ோబ + ܣ ሷ߰ cos ߠ ଶሬሬሬԦݖ − ߠ̇̇߰ܣ sin ߠ ଶሬሬሬԦݖ
+ ̇߰ܣ  cos ߠ ݐଶሬሬሬԦ݀ݖ݀ )ோబ 

 

 

Avec  ݀ݔଶሬሬሬሬԦ݀ݐ )ோబ = ݐଶሬሬሬሬԦ݀ݔ݀ )ோమ + ΩሬሬԦ(ܴଶ/ܴ଴) ∧ =               ଶሬሬሬሬԦݔ oሬԦ + (θ̇xଶሬሬሬሬԦ + ψ̇ sin θyଶሬሬሬሬԦ + ψ̇ cos θ zଶሬሬሬԦ) ∧ xଶሬሬሬሬԦ               = −ψ̇ sin ߠ ଶሬሬሬԦݖ + ߰̇ cos ߠ ଶሬሬሬሬԦ ΩሬሬԦ(ܴଶ/ܴ଴)ݕ = θ̇xଶሬሬሬሬԦ + ଵሬሬሬԦݖ̇߰ = θ̇xଶሬሬሬሬԦ + ߰̇(cos θ zଶሬሬሬԦ + sin θ ⇒ (ଶሬሬሬሬԦݕ ΩሬሬԦ(ܴଶ/ܴ଴) = ଶሬሬሬሬԦݔߠ̇ + ߰̇ sin ଶሬሬሬሬԦݕߠ + ߰̇ cos ߠ ݐଶሬሬሬሬԦ݀ݕ݀ ଶሬሬሬԦݖ )ோబ = ݐଶሬሬሬሬԦ݀ݕ݀ )ோమ + ΩሬሬԦ(ܴଶ/ܴ଴) ∧ =               ଶሬሬሬሬԦݕ 0ሬԦ + ଶሬሬሬሬԦݔߠ̇) + ߰̇ sin ଶሬሬሬሬԦݕߠ + ߰̇ cos ߠ (ଶሬሬሬԦݖ ∧  ଶሬሬሬሬԦݕ
            = ଶሬሬሬԦݖߠ̇ − ߰̇ cos ߠ ݐଶሬሬሬԦ݀ݖ݀ ଵሬሬሬԦݔ )ோబ = ݐଶሬሬሬԦ݀ݖ݀ )ோమ + ΩሬሬԦ(ܴଶ/ܴ଴) ∧  ଶሬሬሬԦݖ
            = 0ሬԦ + ଶሬሬሬሬԦݔߠ̇) + ߰̇ sin ଶሬሬሬሬԦݕߠ + ߰̇ cos ߠ (ଶሬሬሬԦݖ ∧  ଶሬሬሬԦݖ

            = ଶሬሬሬሬԦݕߠ̇ − ߰̇ sin ߠ  ଶሬሬሬሬԦݔ

D’où  
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(଴ܴ/3)ܫԦߜ = ଶሬሬሬሬԦݔሷߠܣ + ̇߰−)ߠ̇ܣ sin ଶሬሬሬԦݖߠ + ߰̇ cos ߠ (ଶሬሬሬሬԦݕ + )ܤ ሷ߮ + ሷ߰ sin +ߠ ̇߰ߠ̇ cos ଶሬሬሬሬԦݕ(ߠ + ̇߮)ܤ + ߰̇ sin ଶሬሬሬԦݖߠ̇)(ߠ − ߰̇ cos ߠ (ଶሬሬሬሬԦݔ + ܣ ሷ߰ cos ߠ −ଶሬሬሬԦݖ ߠ̇̇߰ܣ sin ଶሬሬሬԦݖߠ + ̇߰ܣ cos ߠ ଶሬሬሬሬԦݕߠ̇−) + ߰̇ sin  (ଶሬሬሬሬԦݔߠ

 

D’où :  ߜԦூ(ଷ/ோబ) = ൫ߠܣሷ − ൫߮̇ܤ + ߰̇ sin ൯߰̇ߠ cos ߠ + ଶ̇߰ܣ cos ߠ sin +ଶሬሬሬሬԦݔ൯ߠ ቀ̇߰ߠ̇ܣ cos ߠ + ൫ܤ ሷ߮ + ሷ߰ sin ߠ + ̇߰ߠ̇ cos ൯ߠ − ߠ̇̇߰ܣ cos ቁߠ +ଶሬሬሬሬԦݕ ̇߰ߠ̇ܣ−) sin ߠ + ൫߮̇ܤ + ߰̇ sin ߠ൯̇ߠ + ܣ ሷ߰ cos ߠ − ̇߰ߠ̇ܣ sin     ⟹ ଶሬሬሬԦݖ(ߠ

 

 

9)  {ࣞ(3/ܴ଴)}(ூ,௫మሬሬሬሬԦ,௬మሬሬሬሬԦ,௭మሬሬሬሬԦ)
= ൞ ܴ݉ ሷܴ߰݉߰̇ଶ cos ଶܴ̇߰݉−ߠ sin ሷߠܣተߠ − ൫߮̇ܤ + ߰̇ sin ൯߰̇ߠ cos ߠ + ଶ̇߰ܣ cos ߠ sin ൫ܤߠ ሷ߮ + ሷ߰ sin ߠ + ̇߰ߠ̇ cos ̇߰ߠ̇ܣ൯−2ߠ sin ߠ + ܣ ሷ߰ cos ߠ + ൫߮̇ܤ + ߰̇ sin ߠ൯̇ߠ ൢ 

10)  

PFD appliqué au moment de la nacelle (3) dans son mouvement % ܴ଴ {߬(3ത ⟶ 3}(ூ,௫మሬሬሬሬԦ,௬మሬሬሬሬԦ,௭మሬሬሬሬԦ) = {ࣞ(3/ܴ଴)}(ூ,௫మሬሬሬሬԦ,௬మሬሬሬሬԦ,௭మሬሬሬሬԦ) 
Avec  {߬ௌ(3ത ⟶ 3}ூ = {߬(2/3)}ூ + {߬(݉/3)}ூ +  ூ{(3/ݏ݁݌)߬}
                         = ቐܺଶ/ଷ ଶ/ଷଶܻ/ଷܮ 0ܼଶ/ଷ ଶܰ/ଷቑ + ൝0 00 ଶଷ0ܥ 0 ൡூ + ൝ 0 0݉݃ sin ߠ 0݉݃ cos ߠ 0ൡூ 
  {߬ௌ(3ത ⟶ 3}ூ   = ቐ ܺଶ/ଷ ଶ/ଷଶܻ/ଷܮ + ݉݃ sin ߠ ଶଷܼଶ/ଷܥ + ݉݃ cos ߠ ଶܰ/ଷቑ(ூ,௫మሬሬሬሬԦ,௬మሬሬሬሬԦ,௭మሬሬሬሬԦ) {ࣞ(3/ܴ଴)}ூ   projeté dans ܴଶ = {߬ௌ(3ത ⟶ 3}ூ   projeté dans ܴ଴ 

Ԧூ(ଷ/ோబ)ߜ = ൫ߠܣሷ − ൫߮̇ܤ + ߰̇ sin ൯߰̇ߠ cos ߠ + ଶ̇߰ܣ cos ߠ sin +ଶሬሬሬሬԦݔ൯ߠ ቀܤ൫ ሷ߮ + ሷ߰ sin ߠ + ̇߰ߠ̇ cos ൯ቁߠ ଶሬሬሬሬԦݕ + ̇߰ߠ̇ܣ2−) sin ߠ + ܣ ሷ߰ cos +ߠ ൫߮̇ܤ + ߰̇ sin  ଶሬሬሬԦݖ(ߠ൯̇ߠ
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D’où on obtient  ܺଶ/ଷ = ܴ݉ ሷ߰                                              (1) 

ଶܻ/ଷ + ݉݃ sin ߠ = ܴ݉߰̇ଶ cos ߠ           (2) ܼଶ/ଷ + ݉݃ cos ߠ = - ܴ݉߰̇ଶ cos ߠ ଶ/ଷܮ (3)        = ሷߠܣ − ൫߮̇ܤ + ߰̇ sin ൯߰̇ߠ cos ߠ + ଶ̇߰ܣ cos ߠ sin ߠ ଶଷܥ (4)      = ൫ܤ ሷ߮ + ሷ߰ sin ߠ + ̇߰ߠ̇ cos  ൯          (5)ߠ

ଶܰ/ଷ = ̇߰ߠ̇ܣ2− sin ߠ + ܣ ሷ߰ cos ߠ + ൫߮̇ܤ + ߰̇ sin  (6)   ߠ൯̇ߠ

D’où l’expression du couple moteur est déduite de l’équation (5) :  

  

 

 

Exercice 4 : 
 
Calculs relatifs au solide S1 
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2°/    
 
* Torseur cinétique : 
 
        Cherchons le moment cinétique : 
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ଶଷܥ = ൫ܤ ሷ߮ + ሷ߰ sin ߠ + ̇߰ߠ̇ cos  ൯ߠ
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Le torseur cinétique est : { }

O1
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1

1

.

1 1
O01
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z . θ . 
2

l
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   )R/(S τ 
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

=  

          * Torseur dynamique: 

             Cherchons le moment dynamique : 

.y . θ . B                     

)R/S(V   )R/S(V . m ))R/S(σ(
dt

d
  )R/S(δ

1

..

1

 0 

01G101o101 o01 o

=

∧+=
  

 

Le torseur dynamique est : { }
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=  

3°/ Calculs relatifs au solide S2 
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4°/ 
 
* Torseur cinétique : 
 
        Cherchons le moment cinétique : 
 
Le solide S2 est de révolution, sa matrice est la même dans le repère R1. 
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Le torseur cinétique est : { }
2G1
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221
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          * Torseur dynamique: 

             Cherchons le moment dynamique : 
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Le torseur dynamique est : 

{ }
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Institut Supérieur des Etudes Technologiques de 
Nabeul 

Département de Génie Mécanique 
 

 
 
 
 
 
 

ETUDE DYNAMIQUE D’UNE MEULE A HUILE 

 
Comme le montre la figure (1), Pour écraser les olives, la meule (2) qui roule  sans glisser sur le socle 
en pierre (0), est entraînée en rotation par le bras (1). Dans la modélisation de l’appareil figure (2), on 
associe au socle(0) le repère ),,,( 0000 zyxAR  avec  (A,ݖԦ0)   axe de la rotation.  

Le repère ),,,( 0111 zyxAR  est associé au bras(1), avec α= ),( 01 xx , α(négatif).Le repère  ),,,( 2212 zyxGR

est associé à la meule (2) avec θ= ),( 20 zz = ),( 21 yy . 

On suppose que la meule roule sans glisser au point I sur le socle. Un moteur M applique un couple 
Cm sur le bras (1).On néglige le poids du bras et son inertie devant celle de la meule(2) de masse m 
d’épaisseur h, de rayon R. La liaison pivot entre le socle (0) et le bras (1) d’axe (A,ݖԦ0) et  la liaison 
pivot entre la meule (2) et le bras (1) d’axe (A,ݔԦ1) sont parfaites, sauf la liaison entre la meule (2) et le 
socle(0) (coefficient de frottement f ).  

EXAMEN DE MECANIQUE GENERALE  
Année universitaire : 2008/2009.                                                 Date : le 11/06/2009 
Classe : GM 11+12+13+14+15+16.                                                     Nombre de pages : 2 
Durée : 1 heure 30 mn.                                                                          Documents : non autorisés. 

Proposé par : M. Bouden&M. Amdouni&M. Kalleli&M. Tlili 

 
 
     La figure à droite représente une meule à huile  artisanale qui 
a été utilisée  par nos ancêtres pour le broyage et l’écrasement 
des olives avant la phase de l’essorage  pour l’obtention de 
l’huile d’olive. 
Dans ce qui suit  nous allons nous intéresser à l’étude dynamique 
de cet appareil.  
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Figure (1) 

 
 

 
                                                                     Figure (2) : Modélisation de la meule à huile 

     On donne : 

0zRGI
⋅−= , avec R : rayon de la meule. 

1xaAG
⋅=  , G, I, J et K sont dans le plan médian de la meule. 
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 ଶሬሬሬԦݖ ଴ሬሬሬԦݖ

 ߠ ߙ

 ܫ ܬ

0

21 ሬܰሬԦ ሬܶԦ 
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0 1 2
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1y
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0x
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α 
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1x

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
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
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1y

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
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

 

 
2z
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
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NfavecT .=

 
Travail demandé : 

1) Calculer ( )12 RRΩ  et ( )01 RRΩ et en déduire ( ) ( ) ( ).011202 RRRRRR Ω+Ω=Ω  

2) Calculer ( )02 RGV ∈ . 

3) Calculer l’accélération ( )02 RG ∈Γ . 

4)    Calculer  le moment cinétique ( )02 RGσ  de la meule (2) par rapport au repère 

),,,( 0000 zyxAR au point G. 

5) Calculer  le moment dynamique ( )02 RGδ de la meule (2) par rapport au repère 

),,,( 0000 zyxAR au point G. 

6) Donner alors le torseur dynamique 
( ){ }

GRD 02
 de la meule (2) par rapport au repère 

),,,( 0000 zyxAR au point G. 

7) Transformer le torseur statique appliqué par le socle en pierre (0) à la meule (2) au point G, 
appliquer le principe fondamental de la dynamique (PFD) sur la meule (2) et en déduire les 
inconnues X3/2, Y3/2, Z3/2, M3/2, N3/2 et N en fonction des données du problème. 

 
 

BON TRAVAIL 
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CORRECTION D’EXAMEN DYNAMIQUE DES SOLIDES (JUIN 2009) 
 1)  (R2/R1) =   (R1/R0) =   D’où  (R2/R0) =  (R2/R1) +  (R1/R0) =     2)  (G R0 RO = RO                                                     RO 

                                                                                                                                                                                          =  - a  
 
D’où  
 3)  = (  

 
 - a  

 - a   

  - a  (   D’ou   =  4)                              =  ( (  
⇒                              =  
                                  = A  +                                     =   -  +       

 5)   
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                   -                    +   - (  
D’où : =   -  - (  

 
 

6)    

                            
D’où :      
D(2/Ro)  =    

7) Transferts des torseurs statiques : 

I→G On a  
  =  +  Λ   =    
 G = G + G  + G 
  =  =   PFD sur le mouvement de (2) % Ro : 

  
D’où   

=      
 on obtient alors le système d’équations suivant :  
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X1/2 =    (1) + Y1/2 =       (2) Z1/2 + N – mg = 0        (3) RN =             (4) M1/2 =  (5) N1/2 =  (6) D’où  X1/2 =  d’après (1) N = d’après (4) Y1/2 = -ma  – N d’après (2) D’où : Y1/2 = -ma  -   Z1/2 =  mg – N d’après (3) 
 Z1/2 = mg -    M1/2 =  -   d’après d’après(5) N1/2 = -  d’après (6) 
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Etude d’un variateur à plateaux  

Le variateur schématisé ci-dessous est constitué : 

 D’un bâti (1) 

 D’un plateau moteur (2) en liaison pivot d’axe ( ; )A x


 avec le bâti .le plateau est entrainé en 

rotation par un moteur électrique non représenté. 

 D’un plateau récepteur (4), en liaison pivot d’axe ( ; )D x


 avec le bâti. 

  D’un galet (3), en liaison pivot glissant  d’axe ( ; )E y


 avec le bâti (1), l’ordonnée y des point B et 

de C peut varier. Son mouvement n’est pas limité par le bâti. La commande de la translation 

du galet n’est pas représentée. 

On suppose qu’au point B  il y a roulement sans glissement entre les solides (2) et (3) et 

aussi au point C entre les solides (3) et (4). 

Bati

Plateau moteur (2)

Galet (3)

Plateau récepteur (4)

Bati

 
Figure (1) 

EXAMEN EN DYNAMIQUE DES SOLIDES 
Année universitaire : 2009/2010.                                                                        Date : le 16 
/06/2010 
Classe : GM11, 12, 13, 14, 15,16.                                                                                      Nombre de pages : 
4 
Durée : 1 h 30.                                                                                                            Documents : non 
autorisés. 

Proposé par Mrs: Kalleli.S &Jerbi.M & Amdouni.H & Bouden.M  
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E 

Cm 

F

 

y 

 
Figure (2) 

Soit : ܀૚ (ۯ, ,ሬԦܠ ,૛ (۵܀ Ԧ) Un repère lié au bâti (1)ܢ ሬሬԦ,ܡ , ሬԦܠ ,૚ሬሬሬሬԦܡ , ૜ (۳܀ ૚ሬሬሬሬԦ) Un repère lié au plateau moteur (૛)ܢ , ૚  ሬሬሬሬሬԦܠ ,ሬሬሬԦ  ܡ ,ࡰ)૝ࡾ ૛ሬሬሬሬԦ ) Un repère lié au galet (3)ܢ ࢞ ሬሬሬԦ, ࢟૛ ሬሬሬሬሬԦ,  ૜ሬሬሬሬԦ) Un repère lié au plateau récepteur (૝)ࢠ

 

 

  
 
 

݈ G 
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 Données du problème :  
• Le plateau moteur (2) est assimilé à un disque d’épaisseur e négligeable , de masse  ࢓ , de rayon  ࡾ૛ , de centre de gravité ۵  et encastré à une tige de masse 

négligeable.   

• La matrice d’inertie du plateau moteur (2)  au point G est : 

             ቂܫ൫ଶ ோൗ ൯ቃ(ୋ,୶ሬԦ ,୷భሬሬሬሬԦ,୸భሬሬሬሬԦ)  =  ൥ܣ 0 00 ܤ 00 0 ൩ (ୋ,୶ሬԦ ,୷భሬሬሬሬԦ,୸భሬሬሬሬԦ)ܤ
 

   Avec :  ܣ =  ௠ோమమ ଶ   et  ܤ =  ௠ ோమమ ସ   

ሬሬሬሬሬԦܩܣ • = ሬሬሬሬሬԦܩܤ   ;    Ԧݔ ݈  =     Ԧݕ ݕ−

• Les torseurs statiques des actions appliquées sur le plateau moteur (2) sont : 

ቄ߬൫ଵ ଶൗ ൯ቅ (୅,୶ሬԦ,୷,ሬሬሬԦ ୸ሬԦ) =  ൞ܺଵ ଶൗ 0ܻଵ ଶൗ ଵܯ ଶൗܼଵ ଶൗ ܰଵ ଶൗ ൢ
(୅,୶ሬԦ,୷,ሬሬሬԦ ୸ሬԦ)
 

 ;      ቄ߬൫ெ௢௧௘௨௥ ଶൗ ൯ቅ(ୋ,୶ሬԦ,୷,ሬሬሬԦ ୸ሬԦ) =  ൝0 ௠0ܥ 00 0 ൡ(ୋ,୶ሬԦ,୷,ሬሬሬԦ ୸ሬԦ)
 

      

ቄ߬൫ଷ ଶൗ ൯ቅ(୆ ,୶  ሬሬሬԦ ,୷  ሬሬሬሬԦ,୸ ሬሬԦ ) =  ൝  ܰ 00 0݂ܰ 0ൡ(୆ ,୶  ሬሬሬԦ ,୷  ሬሬሬሬԦ,୸ ሬሬԦ)
 

  

             ቄ߬൫௣௘௦ ଶൗ ൯ቅ(ୋ,୶ሬԦ,୷,ሬሬሬԦ ୸ሬԦ) =  ൝ 0 0−݉݃ 00 0ൡ(ୋ,୶ሬԦ,୷,ሬሬሬԦ ୸ሬԦ)
 

 

Questions : 

1) Calculer les vecteurs de rotations : ΩሬሬԦ (ࡾ૛ ⁄૚ࡾ )  ;  ΩሬሬԦ (ࡾ૜ ⁄૚ࡾ ) et  ΩሬሬԦ (ࡾ૝ ⁄૚ࡾ ). 

2) Calculer ࢂሬሬԦ(ࡳ ∈ ૛ ⁄ ૚܀ ) 

3) Calculer le torseur cinétique {ऍ(૛ ⁄ ,du plateau moteur (2) par rapport au repère Rଵ (A ࡳ{ ( ૚܀ xሬԦ, y,ሬሬԦ zԦ) au 

point G. 

4) Calculer l’énergie cinétique du plateau moteur (2) ࢉࡱ(૛ ⁄ ૚܀ )  

5) Calculer l’accélération ࢣ ሬሬሬԦ(ࡳ ∈ ૛ ⁄ ૚܀ ) 

6) Déterminer le torseur dynamique {ঞ(૛ ⁄ ,du plateau moteur (2) par rapport au repère Rଵ (A  ࡳ{ ( ૚܀ xሬԦ, y,ሬሬԦ zԦ) au point G  

7) Exprimer le torseur statique des actions mécaniques extérieures appliquées sur le plateau moteur (2) au 

point G  et dans le repère Rଵ   ൛࢚࣎࢞ࢋࡲሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬԦ→૜ൟ(۵,ܠሬԦ,ܡ,ሬሬԦ ܢԦ) 
 

8) Appliquer le principe fondamental de la dynamique sur plateau moteur (2)  et déterminer les inconnues 

statistiques (ࢄ૚ ૛ൗ ૚ࢅ . ૛ൗ , ૚ࢆ ૛ൗ ૚ࡹ , ૛ൗ ૚ࡺ , ૛ൗ et ࡺ  ) en fonction des données du problème. 

Bon courage 

Avec = ݂. ܰ  , ݂ est le coefficient de              
frottement 
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Correction examen dynamique de solides 1)  (R2/R1) =   (R3/R1) = - φ ̇   (R4/R1) = -   2)  (G  =   =  
3)  G =  

  
 (2/ )  =  .  
 (2/ )   =  
D’où  =  

 4) 2Ec (2/ ) =                =  .            2Ec ( ) = ) + .  2Ec ( ) =   D’où    
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5)  (G  = /R1  =  6) G   =          
      

 =  
 7)  =   +   +  +   
• Transfert de tous les torseurs au point G : 
•  
• =     
D’où 

              
8) PFD appliqué au mouvement de (2) par rapport à R1 :  =  En projetant les composantes de deux torseurs dans le repère R1, on obtient le système d’équations suivantes :  = 0  = 0    = 0 

    = 0  = 0 D’où   
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 =  
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Institut Supérieur des Etudes Technologiques de Nabeul 

Département de Génie Mécanique 
 

 

 

 
ETUDE DU MOUVEMENT D'UN DEMI DISQUE SUR UN 

PLAN HORIZONTAL 
 

Le solide à étudier est un demi disque homogène (1), de masse m, de rayon a et 

de centre A. Son centre de gravité est noté G. On lui associe le repère R1 = 

(A, ,ଵሬሬሬԦݔ ,ଵሬሬሬሬԦݕ  ଵሬሬሬԦ). Celui-ci roule sans glisser sur le plan (0), dont on lui associe leݖ

repère Ro = (O, ݔ଴ሬሬሬሬԦ, ,଴ሬሬሬሬԦݕ  .(଴ሬሬሬԦݖ

 
Figure 1 : demi disque sur un plan 

On donne  ݖଵሬሬሬԦ = ;଴ሬሬሬԦݖ ߙ = ,଴ሬሬሬሬሬሬԦݔ) ;ଵ)ሬሬሬሬሬሬԦݔ ሬሬሬሬሬԦܣܩ = ;ଵሬሬሬሬԦݕܾ ሬሬሬሬԦܣܫ = ሿ(஺,ோభ)(1)ܫ଴ሬሬሬሬԦ ሾݕܽ = ൥ܣ 0 00 ܤ 00 0 ൩ܥ ܣ   ܿ݁ݒܽ    = ݉ܽଶ4 ; ܤ = ݉ܽଶ4 ; ܥ = ݉ܽଶ2  

൛߬(௣௘௦/ଵ)ൟீ ൝ 0−݉݃0 อ000ൡ(ீ,ோబ) ; ൛߬(଴/ଵ)ൟூ = ൝ܻܺ0อ000ൡ(ூ,ோబ) 
TRAVAIL DEMANDE : 

EXAMEN  EN MECANIQUE GENERALE
Année universitaire: 2009/2010. Date: le 24/04/2010 
Classe: GM 11- 16. Nombre de pages :3 
Durée: 1 heure.           Documents: non autorisés. 

Proposé par: Mrs. BOUDEN,  AMDOUNI,  KALLELI & JERBI. 
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1) Calculer  le vecteur rotation ષሬሬԦࡾ૚/ࡾ૙ 

2) Sachant qu’il y a roulement sans glissement au point de contacte I, 

calculer ࢂሬሬԦ(ࡵ)/ࡾ૙et en déduire  ࢂሬሬԦ(ࡳ)/ࡾ૙. 

3) Calcul de torseur cinétique : 

a- Calculer la résultante cinétique du disque par rapport à ࡾ૙  

b- Calculer le moment cinétique du disque ሬ࣌ሬԦ(࡭, ૚/ࡾ૙) 

4) Calculer le vecteur accélération ડሬሬԦ(ࡳ)/ࡾ૙ 

5) Calcul de torseur dynamique  

a- Calculer la résultante dynamique du disque par rapport à ࡾ૙  
b- Exprimer la dans le repère ࡾ૙  
c- Calculer le moment dynamique du disque ࢾሬሬԦ(࡭, ૚/ࡾ૙) 

d- Utiliser la formule de  transport des moments pour le calculer au point ࡾ૙;  {ࡰ(૚)}(ࡾ,ࡵ૙) 
6) Calculer le torseur des actions mécaniques extérieures sur le disque au 

point I  

7) Appliquer le principe fondamentale de la dynamique au disque et 

déterminer les inconnues X, Y et l’équation de mouvement de (1) par 

rapport à  ࡾ૙ 

N.B. le barème est approximatif. 

Bonne chance 

 
 
 
 
 
 
 
 
 



TD De Mécanique Générale ISET Nabeul 

L1 Page 130 
 

 
 

CORRECTION DE L’EXAMEN EXMG 22-06-2011 1)  =  2)  =  R.S.G 
 =  +  Λ  

 + (  + ) Λ  
= (b  - a ) Λ    = b - a  3) a) Résultat cinétique : m  = m  - ) b) σ(A,1/Ro) = m  Λ  + (A,R1)   -   = + Λ  
=  - a  Λ   = -a  

D’où :            ( )= -mb  Λ (-a ) +   = mab (  Λ ) + c  = mab    + C  
            = - mab  cosα  + c  ( ) = m    
 4)  (G)RO  =   =  

=  = +   = + b   (G)RO =    5) a) Résultante dynamique = m  (G)RO = m  b) on a  = et = -  donc m (G)RO= m +      m (G)RO= m  
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c) (A, 1/RO) = m Ʌ  +  (A, 1/RO)                    = m  
(A, 1/RO) = m  
(A, 1/RO) = m                 =      d) (A, 1/RO) = (A, 1/RO)+  Ʌ m (G)RO =  + a  Ʌ m  =  
(I, 1/RO) = ma       e) (I,RO) =      6)  =  +  Ʌ                       =                         = (a                        = bmg  = bmg sin   

I =  +  =  6) (I,h) = I                 =        2    
 
 
 
 

(A, 1/RO) = ma  

(I, 1/RO) = ma  

Donne : X = Y =  bmg
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Institut Supérieur des Etudes Technologiques de 
Nabeul 

Département de Génie Mécanique 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Dans cette épreuve, on s’intéresse à l’étude d’un amortisseur des vibrations de torsion à 

pendule excentré. 

Un amortisseur pendulaire de torsion est utilisé pour atténuer les vibrations de torsion d’un 

rotor à une fréquence multiple de la fréquence de rotation du rotor. Il est constitué d’une ou 

plusieurs masses pendulaires montées sur un disque qu’on désire réduire ses vibrations. La 

figure 1 montre deux exemples de réalisation d’amortisseurs pendulaires. 

 
 

Figure 1 : exemples de réalisation d’amortisseurs pendulaires 
 
 
La figure 2 présente le modèle utilisé pour l’étude cinématique et dynamique d’un amortisseur 

pendulaire. 

Ce modèle est constitué d’un disque (1) de rayon R ayant une liaison pivot d’axe൫ܱ, Ԧܼ଴൯ avec 

le bâti (0) et un pendule simple de masse concentré m , située au point ૙૛ , et suspendue 

autour du point ૙૚ par une tige ࡻ૚ࡻ૛ tel que ࡻ૚ࡻ૛ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬԦ =  ሬ࢞ሬԦ૛ . La distance du point de࢒

EXAMEN DE MECANIQUE GENERALE 
Année universitaire : 2011/2012.                                                 Date : le    /06/2012 
Classe : GM 11+12+13+14+15+16.                                                     Nombre de pages : 4 

Durée : 1 heure 30 mn.                                                                          Documents : non autorisés. 
Proposé par : M. Bouden& M. Kalleli &M. Amdouni& M. Jerbi 
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suspension ࡻ૚ à l’axe de disque porteur est ࡾ tel que ܱ ଵܱሬሬሬሬሬሬሬሬԦ =  Ԧଵ . La liaison entre le disqueݔ ܴ

et le pendule est une liaison pivot d’axe ൫ ଵܱ, Ԧܼ଴൯. 

 
 
 
 
 
 
 
   
 
 
 
 
 
  
 Pendule (2) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 Disque (1) 
 
 
 
 

Figure 2 : Modèle d’un amortisseur des vibrations de torsion 
 
 
 
 
 
   
 
 
 
 
Dans cette étude on a : 
 
 Le repère ܴ0൫0, ,ሬԦ0ݔ ,ሬԦ0ݕ  Ԧ0൯ est un repère fixe lié au bâti (0)ݖ

 Le repère ܴ1൫0, ,ሬԦ1ݔ ,ሬԦ1ݕ   Ԧ0൯ est un repère mobile lié au disque (1)ݖ

 Le repère ܴ2൫01, ,ሬԦ2ݔ ,ሬԦ2ݕ  Ԧ0൯ est un repère mobile lié à la pendule (2)ݖ

Les deux paramètres cinématiques du système étudié sont les suivants : 

ߙ

 ߠ

 Ԧ଴ݔ

 Ԧଵݔ Ԧ଴ݕ

 Ԧଵݕ

 Ԧଶݕ Ԧଶݔ

࢒
૙૛࢓

૙૚ 

0 

1y


 
 

0 
0x


 

 

α 

α 

1x


 

0y


 

 

0z


 ૙૚ 
1X


 
 

θ 

θ 

2X


 
 

1Y


 
2Y


 
 

Bâti(0) 

 Ԧ଴ݖ
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•La rotation du disque par rapport au bâti ߙ = , ଴ሬሬሬሬԦݔ)  (ଵሬሬሬሬԦݔ = ,Ԧ଴ݕ)   (Ԧଵݕ

•La rotation du pendule par rapport au disque ߠ = , ଵሬሬሬሬԦݔ)  (ଶሬሬሬሬԦݔ = ,Ԧଵݕ)   (Ԧଶݕ

L’objectif de tout ce qui suit consiste à ’effectuer une étude dynamique du pendule dans le cas 

où le mouvement du disque est imposé. 

La pendule (2) est constituée d’une tige de longueur ࢒  et de masse négligeable (non pesante) 

et d’une masse concentrée ࢓ en ૙૛ .  
Le point ૙૛ est le centre de gravité (centre d’inertie) du pendule (2). 

 

On donne : 

૛ሬሬሬሬሬሬሬሬԦࡻࡻ  = ሬ࢞ሬԦ૚ ࡾ +   ሬ࢞ሬԦ૛ ࢒
•L’expression du  torseur de l’action de liaison du disque sur la tige au point ૙૚ est : 

 

൛࣎ ૚/૛ൟ૙૚ ቐࢄ૚/૛ࢅ૚/૛ࢆ૚/૛ቮ ૚/૛૙ࡹ૚/૛ࡸ ቑ(ࡻ૚,ሬ࢞ሬԦ૚,ሬ࢟ሬԦ૚,ࢠሬԦ૙) 

  

•La force de pesanteur du pendule est négligée dans toute l’étude  

  

TRAVAIL DEMANDE : 

1)Déterminer les vecteurs vitesses instantanées de rotation des mouvements relatifs ΩሬሬԦቀࡾ૚/ࡾ૙ቁ, ΩሬሬԦ൫ࡾ૛/ࡾ૚൯ et en déduire ΩሬሬሬԦቀࡾ૛/ࡾ૙ቁ. 
2)Déterminer l’expression du vecteur vitesse ࢂሬሬԦ(ࡻ૛ࣕ૛/ࡾ૙) du point ૙૛ dans le mouvement de (2) 

par rapport à ࡾ૙ . 
3)En déduire l’expression du vecteur accélération ГሬԦ(ࡻ૛ࣕ૛/ࡾ૙). 

4)Calcul du torseur cinétique  

a) Déterminer l’expression de la résultante cinétique ࡯ࡾሬሬሬሬሬԦ(૛/ࡾ૙) du pendule (2) dans son 

mouvement par rapport à ࡾ૙.  
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b) Déterminer, en utilisant le relation de transport des moments,  l’expression du moment 

cinétique ሬ࣌ሬԦࡻ૚(૛/ࡾ૙) du mouvement de (2) par rapport à ࡾ૙, sachant que  ሬ࣌ሬԦࡻ૛(૛/ࡾ૙) = ૙ሬሬԦ .  

c) Ecrire dans le repère ࡾ૚  le torseur cinétique au point O1 du mouvement de (2) par rapport à ࡾ૙. 

5)Calcul du torseur dynamique  

a) Déterminer l’expression de la résultante dynamique ࡾሬሬԦࢊ(૛/ࡾ૙) du pendule (2) dans son 

mouvement par rapport à ࡾ૙. 

b) Déterminer, en utilisant la relation de transport des moments,  l’expression du moment 

dynamique ࢾሬሬԦࡻ૚(૛/ࡾ૙) du mouvement de (2) par rapport à ࡾ૙, sachant que  ࢾሬሬԦࡻ૛(૛/ࡾ૙) =  ૙ሬሬԦ. 

c) Exprimer dans le repère ࡾ૚  , le torseur dynamique au point O1 du mouvement de (2) par 

rapport à ࡾ૙ .  

6)Appliquer le principe fondamental de la dynamique au pendule (2) et déterminer les inconnues de 

liaison X1/2 , Y1/2 , Z1/2, L1/2 et M1/2 ainsi que l’équation de mouvement du pendule (2) dans son 

mouvement par rapport à ࡾ૙ 

Remarque : l’équation du mouvement du système est celle  ne contenant pas d’inconnues statiques 

 

BON TRAVAIL 
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CORRECTION EXAMEN DYNAMIQUE DE SOLIDES 

 (JUIN 2012) 
 

Travail demandé : 1) ߗሬԦ (ܴଵ/ܴ଴) = ሬԦ (ܴଶ/ܴଵ)ߗ ሬሬሬሬԦ݋ݖߙ̇  =  ሬሬሬሬԦ݋ݖߐ̇ 

 

 ߗሬԦ (ܴଶ/ܴ଴) =  ߗሬԦ (ܴଶ/ܴଵ) +  ߗሬԦ (ܴଵ/ܴ଴) = (̇ߙ + zԦ଴  2) ሬࣰԦ(0ଶ (ߐ̇  ∈ 2/R଴) = ( ୢୢ୲  (00ଶሬሬሬሬሬሬሬԦ)R଴ 
 ሬࣰԦ(0ଶ ∈ 2/R଴) = ( ୢୢ୲(RݔଵሬሬሬԦ + lݔଶሬሬሬሬԦ) 
 ሬࣰԦ(0ଶ ∈ 2/R଴) = R ቂୢ௫Ԧభୢ୲ /Rଵ  + ΩሬሬԦܴଵ/ܴ଴ݔ߉ଵሬሬሬԦቃ + l ቂୢ௫Ԧమୢ୲ /Rଶ  + ΩሬሬԦܴଶ/ܴ଴ݔ߉ଶሬሬሬሬԦቃ 
 ሬࣰԦ(0ଶ ∈ 2/R଴) = R ሾoሬԦ  + α̇ݖ଴ݔ߉ଵሬሬሬԦሿ + l ൣ0ሬԦ  + (α̇ + ર̇)ݖ଴ݔ ߉ଶሬሬሬሬሬԦ൧ 
 ሬࣰԦ(0ଶ ∈ 2/R଴) = R α̇yଵሬሬሬԦ + l(α̇ + ϴ)̇yଶሬሬሬԦ 3) ΓԦ(0ଶ ∈  2/R଴) =( ௗௗ௧ ሬࣰԦ(0ଶ ∈ 2/R଴)ܴ଴ 

⇒ΓԦ(0ଶ ∈  2/R଴) = Rߙ ̇ ௗ௬ሬԦభௗ௧ /ܴ଴  +l  (ߙሷ ߙ̇)Ԧଶ+ lݕ (ሷߠ+ + ௗ௬ሬԦమௗ௧ (ߠ̇ /ܴ଴ Avec ௗ௬ሬԦభௗ௧ /ܴ଴ = ௗ௬ሬԦభௗ௧ /ܴଵ + ߗሬԦ(ܴଵ/ܴ଴) Ʌ ݕଵሬሬሬሬԦ = 0ሬԦ ̇ ߙ + ଵሬሬሬԦ ௗ௬ሬԦమௗ௧ݔߙ̇- = Ԧଵݕ Ԧ଴Ʌݖ  /ܴ଴ = ௗ௬ሬԦమௗ௧ /ܴଶ + ߗሬԦ(ܴଶ/ܴ଴) Ʌ ݕଶሬሬሬሬԦ = 0ሬԦ ̇ ߙ) + + ߙ̇)- = Ԧଶݕ Ԧ଴Ʌݖ (ߠ̇ + ଶሬሬሬሬԦ D’où : ΓԦ(0ଶݔ(ߙ̇ ∈  2/R଴) = Rߙሷ ሷߙ) ଵሬሬሬԦ + lݔ²ߙԦଵ - Ṙݕ ଶሬሬሬሬԦ  4) a) ܴ௖ ሬሬሬሬሬԦ(2/ܴ଴) = m ሬܸԦ (0ଶݔ ²(ߠ̇ + ߙ̇)Ԧଶ - lݕ (ሷߠ+ ∈ 2/R଴) ⇒ܴ௖ ሬሬሬሬሬԦ(2/ܴ଴) = m(R  α̇yଵሬሬሬԦ + l(α̇ + ϴ)̇yଶሬሬሬԦ) ⇒ࢉࡾ ሬሬሬሬሬԦ(૛/ࡾ૙) = m R  હ̇ܡ૚ሬሬሬሬԦ + હ̇)ܔܕ + ર)̇ m ሬܸԦ (0ଶ +(૙ࡾ/2)૙૛ሬሬሬሬሬሬԦ࣎ = (૙ࡾ/2)૛ሬሬሬሬԦ b) ࣎૙૚ሬሬሬሬሬሬԦܡ ∈ 2/R଴)Ʌ0ଶ0ଵሬሬሬሬԦ ⇒ ࣎૙૚ሬሬሬሬሬሬԦ(2/ࡾ૙) = ૙ሬሬԦ + (mRα̇yଵሬሬሬԦ + ml((હ̇ + ર)̇  ૛ሬሬሬሬԦ) Ʌ (-lሬ࢞ሬԦ૛)ܡ
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⇒ ࣎૙૚ሬሬሬሬሬሬԦ(2/ࡾ૙) = −࢒ࡾ࢓ હ̇  (ܡ૚ ሬሬሬሬԦɅ ࢞૛ሬሬሬሬԦ ) ml² (હ̇ + ર)̇  (࢟૛ሬሬሬሬԦɅ ሬ࢞ሬԦ૛) On a : ݔଶሬሬሬሬԦ = cosθ ଵሬሬሬԦ + sinθݔ ଴ሬሬሬԦ + ml² (α̇ݖ cosߙଵሬሬሬሬԦ ⇒ ߬଴ଵሬሬሬሬሬሬԦ(2/ܴ଴) = mRl̇ݕ + ϴ)̇ݖ଴ሬሬሬԦ D’où :  ࣎૙૚ሬሬሬሬሬሬሬԦ(2/ࡾ૙) = mRl̇ࢻcos ࣂ + ml² (હ̇ + ર)̇ ml (હ̇ = (૙ࡾ/2)ሬሬሬሬሬԦ࡯ࡾ ⇒ ૙ሬሬሬሬԦࢠ + ર)̇ sin ݔࣂଵሬሬሬԦ + ൣܴ݉હ̇ + ൫હ̇ܔܕ  + ર̇൯ܛܗ܋ી൧࢟૚ሬሬሬሬԦ 
01 = ൞{૙ࡾ/૛)࡯} ⇒ હ̇)࢒࢓− + ર)̇ ીܖܑܛ ૙ࡾ࢓હ̇ + હ̇)ܔܕ  + ર)̇ ીܛܗ܋ ૙૙ ીܛܗ܋હ̇ࡾൣ࢒࢓ + હ̇)ܔ + ર)̇ ൧ൢ (ࣂ૚, ሬ࢞ሬԦ૚, ሬ࢟ሬԦ૚,  (ሬԦ૙ࢠ
 5) a) ሬܴԦௗ(2/ܴ଴) = mГሬԦ (0ଶ ∈ 2/ܴ଴) ⇒ ሬܴԦௗ(2/ܴ଴) = m ൛ܴߙሷ ሬ࢟ሬԦ૚ − ²࢞૚ሬሬሬሬԦࢻ̇ࡾ  + ሷࢻ൫࢒  + ሷࣂ ൯࢟૛ሬሬሬሬԦ − હ̇)࢒ + ર)̇ ²࢞૛ሬሬሬሬԦൟ ⇒ ሬܴԦௗ(2/ܴ଴)= mRߙሷ ሷߙଵሬሬሬԦ + ml ൫ݔ²ߙԦଵ - mṘݕ + ଶሬሬሬሬԦ - ml (α̇ݕሷ൯ߠ + ϴ)̇²ݔଶሬሬሬሬԦ b) ࢾ૙૚ሬሬሬሬሬሬԦ (૛/ࡾ૙) = ࢾ૙૛ሬሬሬሬሬሬԦ (૛/ࡾ૙) +m ΓԦ(0ଶ ∈  2/R଴)Ʌ0ଶ0ଵሬሬሬሬሬሬሬሬሬԦ ⇒ߜ଴ଵሬሬሬሬሬሬԦ (2/ܴ଴) = 0ሬԦ + ሷߙܴ݉ൣ  ଵሬሬሬሬԦݕ − ଵሬሬሬሬԦߙ ²ߙܴ̇݉  +  ܴ݉൫ߙሷ + ଶሬሬሬሬԦݕሷ൯ߠ − ݈݉(α̇ + ϴ)̇²ݔଶሬሬሬሬԦ൧Ʌ (-lݔଶሬሬሬሬԦ) ⇒ߜ଴ଵሬሬሬሬሬሬԦ (2/ܴ଴) = 0ሬԦ + ሷ)ߙ݈ܴ݉− ( ଶሬሬሬሬሬԦݔ ଵሬሬሬሬԦ Ʌݕ + (ଶሬሬሬሬԦߙଵሬሬሬሬԦ Ʌߙ)ଶߙ݈ܴ̇݉ − ሷߙ) ²݈݉ + ሷ(ߠ   Ʌ (ݕଵሬሬሬሬԦ Ʌ ݔଶሬሬሬሬԦ) Avec ݔଶሬሬሬሬԦ = cos ݔߠଵሬሬሬԦ + sin ݕߠଵሬሬሬሬԦ ⇒ߜ଴ଵሬሬሬሬሬሬԦ (2/ܴ଴) = mRlߙሷ  cos ݖߠ଴ሬሬሬԦ + mRl²̇ߙ sin ݖߠ଴ሬሬሬԦ + ml² (ߙሷ + ሷ ߙ଴ଵሬሬሬሬሬሬԦ (2/ܴ଴) = mRl ቂߜ⇒ (଴ሬሬሬԦݖ (ሷߠ ߠݏ݋ܿ + α̇² ߠ݊݅ݏ +  ௟ோ ሷߙ ) + ሷ)ቃߠ ሷࢻmR =(૙ࡾ/૛)ࢊሬሬԦࡾ :ù࢕ᇱࢊ ଵሬሬሬሬԦݕߠ ଵሬሬሬԦ + sinݔ ࣂ ଵሬሬሬሬԦ ࢞૛ሬሬሬሬԦ =cosݕߠଵሬሬሬԦ + cosݔ ૚ ࢟૛ሬሬሬሬԦ – sinࡾ dans (૙ࡾ/૛)ሬሬሬሬሬԦࢊࡾ) Ԧ଴ C) Exprimons  la résultant dynamiqueݖ ሬ࢟ሬԦ૚ - mṘ²࢞ࢻ૚ሬሬሬሬԦ + ml ൫ࢻሷ + ሷࣂ ൯ ሾ−࢙࢞ࣂ࢔࢏૚ሬሬሬሬԦ + ી࢟૚ሬሬሬሬԦሿ – ml (α̇ܛܗ܋  + ϴ)̇² ሾܿ࢞ߠݏ݋૚ሬሬሬሬԦ ⇒ ૚ሬሬሬሬԦሿ࢟ ࣂ࢔࢏࢙+ ²ࢻ̇܀ܕ−ൣ =(૙ࡾ/૛)ࢊሬሬԦࡾ − ሷࢻ൫ ࢒࢓ + ሷࣂ ൯࢙ࣂ࢔࢏ − α̇)࢒࢓ + ϴ)̇ଶ cos൧࢞૚ሬሬሬሬԦ + ൣࢻࡾ࢓ሷ + ሷࢻ൫࢒࢓  ሷࣂ+ ൯ࣂ࢙࢕ࢉ − α̇) ࢒࢓ + ϴ)̇ଶsinθ൧࢟૚ሬሬሬሬԦ ⇒ ГሬԦ(૙૛࢓01 = ቊ{૙ࡾ/૛)ࢊ} ∈ ૛/ࡾ૙ࢾ૙૚ሬሬሬሬሬሬԦ(૛/ࡾ૙) ቋ  1ࣂ
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= ۔ە
હ²̇ࡾ࢓−ۓ − ൫હሷ ܔܕ  + ીሷ ൯ܖܑܛી − α̇)ܔܕ + ϴ)̇ଶ cosθ ૙ࢻࡾ࢓ሷ − ൫હሷ ܔܕ  + ીሷ ൯ܛܗ܋ી − α̇)ܔܕ + ϴ)̇ଶ sinθ ૙૙ ࢒ࡾ࢓ ቂહሷ ીܛܗ܋ + હ̇²ܖܑܛી + ܀ܔ (હሷ + ીሷ )ቃۙۘ

ۗ 
,૚ࣂ) ሬ࢞ሬԦ૚, ሬ࢟ሬԦ૚, ሬԦ૙)  5) PFD appliqué au mvt de (2)% Ro {࢙࣎ (૛ഥࢠ → ૛)}(ࣂ૚, ሬ࢞ሬԦ૚, ሬ࢟ሬԦ૚, ,૚ࣂ){૙ࡾ/૛ࡰ} = (ሬԦ૙ࢠ ሬ࢞ሬԦ૚, ሬ࢟ሬԦ૚,  (ሬԦ૙ࢠ

Avec {࢙࣎ (૛ഥ → ૛)}Ɵ1 = {࢙࣎} Ɵ1 = ቐ࢟ࢄ૛ ૚/૛ࢅ૚/૛ࡸ ૚/૛ࢆ૚/૛ࡹ ૙ ቑ ,૚ࣂ) ሬ࢞ሬԦ૚, ሬ࢟ሬԦ૚,  (ሬԦ૙ࢠ
⇒{࢙࣎ (૛ഥ → ૛)} (ࣂ૚, ሬ࢞ሬԦ૚, ሬ࢟ሬԦ૚, ,૚ࣂ) ૙ቅࡾ૛ࡰሬԦ૙)projeté dans (R1) = ቄࢠ ሬ࢞ሬԦ૚, ሬ࢟ሬԦ૚,  : ሬԦ૙)projeté dans ( R1) On obtient par la suite le système d’équation s :  L’expression des inconnues statiques de liaisonࢠ

ଵܺ/ଶ= - mṘ²ߙ − ሷߙ)݈݉ + ߠ ሷ) sinߠ − ݈݉(α̇ + ϴ)̇ଶ cosθ ݕଵ/ଶ=  mRߙሷ + ሷߙ)݈݉ + ߠ ሷ) cosߠ − ݈݉(α̇ + ϴ)̇ଶ sinθ ܼଵ/ଶ= 0 ܮଵ/ଶ= 0 ܯଵ/ଶ= 0  L’équation de mvt du système 0 = mRl ቂࢻሷ ሷࣂ࢙࢕ࢉ + ࣂ࢔࢏࢙ ²ࢻ̇  + ࡾ࢒ ሷࢻ) + ሷࣂ ቃ   
 


